Leptonowa macierz mieszania - aspekty symetrii i analiza numeryczna by Dziewit, Bartosz
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Title: Leptonowa macierz mieszania - aspekty symetrii i analiza numeryczna 
 
Author: Bartosz Dziewit 
 
Citation style: Dziewit Bartosz. (2014). Leptonowa macierz mieszania - 
aspekty symetrii i analiza numeryczna. Praca doktorska. Katowice : 
Uniwersytet Śląski 
 
Uniwersytet Śląski w Katowicach
Wydział Matematyki Fizyki i Chemii 
Instytut Fizyki
Rozprawa doktorska
Leptonowa macierz m ieszania - aspekty  
sym etrii i analiza num eryczna
Bartosz Dziewit
Promotor 
Prof. dr hab. Marek Zrałek
9 m aja 2014
Cześć pracy wykonana jest w ramach projektu badawczego o numerze:
UM O-2013/09B/ST2/03382
Dziękuję prof. dr hab. Markowi Zrałkowi, pod kierunkiem którego powsta­
ła ta rozprawa, za cierpliwość, życzliwość i wiarę w moją osobę, obejmującą 
nie tylko sprawy naukowe. Za wiele lat współpracy i opieki.
Przede wszystkim jednak za profesjonalizm i stale płynącą dla mnie naukę z 
relacji uczeń - Mistrz.
Wszystkim pracownikom Zakładu Teorii Pola i Cząstek Elementarnych któ­
rych pomoc i wkład w rozwój mojej osoby, tu również nie tylko na polu zawo­
dowym - cenię. Prof. dr hab. Karolowi Kołodziejowi, prof. dr hab. Henrykowi 
Czyżowi, prof. dr hab. Januszowi Gluzie, dr hab. Jackowi Sysce.
Pracownikom Zakładu Astrofizyki i Kosmologii: prof. dr hab. Janowi Słod­
kowskiemu, prof. dr hab. Markowi Biesiadzie, prof. dr hab. Ilonie Bednarek. 
Pracownikom Zakładu Fizyki Ciała stałego: prof. dr hab. Elżbiecie Zipper, 
prof. dr hab. Jurkowi Dajce, prof. dr hab. Maciejowi Maśce, prof. dr hab. 
Marcinowi Mierzejewskiemu, prof. dr hab. Markowi Szopie , prof. dr hab. 
Władysławowi Borgiełowi.
Przyjaciołom bez których zaangażowania nie byłoby możliwe ukończenie tej 
pracy: Jerzemu Królowi i Sebastianowi Zającowi.
Aleksandrze Piórkowskiej, Ani Szczypińskiej, Ani Gorczyca-Goraj, Monice 
Pienskoś, Agacie Bielas, Szymonowi Szczypińskiemu, Marcinowi Kurpaso- 
uń, Łukaszowi Machurze, Krzysztofowi Bielas owi, Irkowi Pakule, Adamowi 
Staroniowi, Tomkowi Jelińskiemu,. Krzysztofowi Kajdzie, Mariuszowi Lisow­
skiemu.
Dziękuję bliskim z rodziny a szczególnie rodzicom za trud wychowania.
Dianie Domańskiej, której dedykuję rozprawę, a której serce było jej motorem 
napędowym.
Spis treści
1 W stęp 1
2 W prowadzenie 4
2.1 Masa neutrin w Modelu Standardowym i jego rozszerzeniach , 4
2.2 Oscylacje neutrin i macierz mieszania leptonów .......................  7
2.3 Doświadczalne wyznaczenie masy i elementów macierzy mie­
szania n e u t r in .......................................................................................  14
2.4 Analityczne wyznaczenie masy i elementów macierzy miesza­
nia n e u tr in ..............................................................................................  17
2.5 Wzorce symetrii macierzy m ieszan ia ...............................................  19
3 Sym etrie abełowe m acierzy masowej leptonów z teksturam i 
zerowym i 22
3.1 Przykład realizacji symetrii abelowej dla tekstury z dwoma 
z e r a m i ..................................................................................................... 23
3.2 Tekstury zerowe dla neutrin m ajorany w przypadku zachowa­
nej symetrii C P ....................................................................................  26
3.2.1 Opis algorytmu weryfikacji tekstur ze ro w y ch ................. 26
3.2.2 Krótki przegląd wyników opartych na starych, mniej 
precyzyjnych danych doświadczalnych..............................  31
3.2.3 Analiza obecnych danych dośw iadczalnych ....................  37
3.3 Fenomenologiczna rekonstrukcja macierzy masowej leptonów
w funkcji masy najlżejszego n e u t r i n a ............................................ 44
4 N ieabełow e dyskretne grupy sym etrii m acierzy masowej lep­
tonów 54
4.1 Symetrie nieabełowe w Modelu Standardowym i jego rozsze­
rzeniach .................................................................................................  54
4.2 Związek między wyborem bazy dla leptonów naładowanych a 
symetrią ro d z in n ą ................................................................................  62
5 Podsum ow anie 65
D odatek A Podstawowe definicje 67
D odatek B Diagonalizacja m acierzy 69
D odatek C Podstaw ienia 70
Literatura 71
Spis rysunków 81
Spis tabel 81
1 W stęp
W  Modelu Standardowym (MS) cząstek elementarnych rozróżnia się trzy 
rodziny fermionów, W każdej z tych rodzin mamy dwa rodzaje kwarków z 
wartością ładunku elektrycznego Q = 2 /3  i Q = —1/3 oraz dwa rodzaje 
leptonów, z ładunkiem Q = — 1 ora z Q =  0, Prawie wszystkie własności 
kwantowe podobnych cząstek w rodzinach są identyczne. Masy natom iast 
różnią się diametralnie. Przedstawione są one w poniższej tabeli.
Rodzina 1-sza 2-ga 3-eia
u c t
Kwarki (2.3) (1275) (173940)d s b
(4.8) (95) (4180)
e ß r
Leptony
(0.511) (105.7) (1776.8)
"u
(~  10~6) (~  10~6) (~  10~6)
Tabela 1: Trzy rodziny fermionów Modelu Standardowego, wraz z odpowiada­
jącymi im masami (w MeV). Dla neutrin znane są tylko górne ograniczenia 
wartości mas.
Model Standardowy oddziaływań fundamentalnych jest, przy obecnie osią­
galnych energiach, bardzo dobrze pracującą teorią. Powszechnie uważa się 
jednak, że jest to teoria efektywna, która przy większych energiach będzie 
wymagać modyfikacji. Nawet przy swojej dużej zgodności z eksperymentem 
także i obecnie MS nie satysfakcjonuje. Zgadza się z eksperymentem, ale 
kosztem doboru wielu (ponad 20) parametrów. Część tych wyznaczanych z 
doświadczenia parametrów to: masy, kąty mieszania i fazy łam ania symetrii 
CP kwarków i leptonów (6 mas kwarków, 6 mas leptonów oraz odpowiednio 
4 - dla neutrin Diraca lub 6 - dla neutrin Maj orany, parametrów macierzy 
mieszania). Znany jest mechanizm, dzięki któremu w MS, cząstki początkowo 
bezmasowe po spontanicznym złamaniu symetrii nabywają masę. Mechanizm 
ten, zwany mechanizmem Higgsa, polega na oddziaływaniu cząstek z tak zwa­
nym polem Higgsa, które przenika całą przestrzeń. Jest już prawie pewne, że 
cząstka Higgsa została odkryta w LHC, choć końcowe potwierdzenie nastąpi 
po dalszym zbadaniu kanałów rozpadu obserwowanego rezonansu. Pomimo 
znajomości mechanizmu nabywania masy przez cząstki elementarne nie moż­
na twierdzić, że w ogólności problem masy fermionów został rozwiązany. Nie 
znamy bowiem siły oddziaływania każdej cząstki z polem Higgsa, eo oznacza,
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iż nie znamy stałych Yukawy występujących w potencjale Yukawy i nie po­
trafimy obliczyć numerycznych wartości mas z pierwszych zasad. Dodatkowo 
nie wiemy dlaczego istnieją trzy rodziny kwarków i leptonów oraz czy są to 
wszystkie rodziny. Dlaczego masy wszystkich naładowanych fermionów m ają 
strukturę hierarchiczną, z masami dolnych kwarków tego samego rzędu eo 
odpowiadające im masy naładowanych leptonów? W chwili obecnej nie po­
trafimy określić wartości mas neutrin ale wiemy, że ich wartości są rzędu 10~6 
MeV, eo rodzi naturalne pytanie dlaczego są one tak  małe w porównaniu z 
innymi cząstkami.
Można rozważać modele zakładające, że zarówno w sektorze leptonowym 
jak i kwarkowym istnieją fundamentalne symetrie wiążące między sobą fer­
miony różnych generacji dające relacje pomiędzy masami oraz elementami 
macierzy mieszania w ramach rodziny. Istnienie takich symetrii redukowało­
by ilość swobodnych parametrów MS oraz mogłoby pomóc w odpowiedzi na 
wymienione wyżej pytania i wskazać jaka teoria uogólni Model Standardo­
wy, W hzyee cząstek elementarnych powiązanie symetrią mas i elementów 
macierzy mieszania dla kwarków i leptonów ma wielkie znaczenie dla dal­
szych badań. Być może przyczyni się to do pełnego rozwikłania natury masy 
składników materii, które z pewnością wymaga wyjścia poza MS, Wykaza­
nie, że istnieje pewna symetria może pomóc w poszukiwaniu uogólnień MS, 
bowiem wydaje się, że przyszła teoria powinna taką symetrię posiadać, Z 
drugiej strony, niemożliwość znalezienia takiej symetrii może wskazywać na 
inne pochodzenie masy cząstek elementarnych.
Poszukiwanie globalnej, pierwotnej symetrii można ograniczyć do sektora 
leptonowego, a właściwie do testowania macierzy Ponteeorvo-Maki-Nakagawa- 
Sakatv (PMNS) w tym sektorze. Istnieją dwa główne powody takiego wybo­
ru, Po pierwsze, poszukujemy symetrii przed spontanicznym złamaniem, W 
wyniku jej spontanicznego złamania, masy kwarków „up”, kwarków „down” i 
naładowanych leptonów różnią się znacznie pomiędzy generacjami. Trudno w 
takiej sytuacji zobaczyć istnienie tej symetrii. Po drugie, pozostaje poszuki­
wanie symetrii w oparciu o macierz Cabibbo-Kobayashiego-Maskawy (CKM), 
Z eksperymentu wiemy jednak, że pozadiagonalne elementy tej macierzy są 
bardzo małe i mogą być wynikiem poprawek perturbacyjnych fizyki poza MS, 
a nie wynikiem istnienia symetrii. Pozostaje więc macierz PMNS, która jest 
wyraźnie niediagonalna i przy coraz dokładniejszych eksperymentach ma co­
raz lepiej określone elementy (z dokładnością do faz łamiących symetrię CP, 
których nie znamy). Stąd będziemy koncentrować się na testowaniu syme­
trii w oparciu o macierz PMNS, M etoda badawcza w dużej mierze zależy 
od wyników eksperymentalnych, w szczególności z eksperymentów oscylacji 
neutrin. Powiązanie sektora neutrinowego z poszukiwaniem globalnej syme­
trii jest również atrakcyjne dlatego, że jest on pełen otwartych pytań takich
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jak  rozstrzygnięcie czy neutrina m ają naturę Diraca czy Majorany, czy hie­
rarchia mas tych cząstek jest normalna czy odwrócona? Istotnym jest także 
ustalenie masy najlżejszego neutrina oraz w zależności od natury tych czą­
stek, wyznaczenie wartości faz (dla neutrin Diraca jednej fazy, a dla neutrin 
M ajorany trzech faz). Odpowiedzi na te pytania będą miały wpływ na kształt 
macierzy mieszania leptonów, a co za tym idzie m ają one związek z postulo­
waną symetrią.
Celem niniejszej rozprawy jest przeanalizowanie kwestii istnienia możli­
wych symetrii macierzy PMNS, Nie licząc wstępu i podsumowania rozprawa 
doktorska składa się z trzech rozdziałów i trzech dodatków, W pierwszym 
rozdziale opisane są znane z literatury wiadomości wstępne potrzebne w dal­
szych rozważaniach. Omówione zostało w jaki sposób neutrina opisywane są 
w MS, czym jest leptonowa macierz mieszania i jak  jest parametryzowana. 
Ważnym elementem tego rozdziału jest ustalenie konwencji i przyjęcie kon­
kretnych definicji wielkości stosowanych w dalszej części pracy. Dodatkowo 
zaprezentowane zostały bieżące wyniki eksperymentów oscylacyjnych,
W kolejnych dwóch rozdziałach zawarty został opis możliwych symetrii. Po­
dzielone one zostały na dwie grupy: symetrie abelowe i nieabelowe. Syme­
trie abelowe macierzy masowej leptonów analizowane są w kontekście tak 
zwanych tekstur zerowych, czyli macierzy masowych neutrin z konkretnymi 
elementami równymi zero. Rozdział im poświęcony zawiera dyskusję dwóch 
jakościowo różnych metod rekonstrukcji macierzy masowej neutrin. Prezen­
towane w tej części pracy wyniki m ają charakter autorski. O statni rozdział 
poświęcony jest próbie powiązania relacji pomiędzy elementami macierzy ma­
sowej neutrin z nieabelowymi dyskretnymi symetriami rodzinnymi. Wobec 
braku satysfakcjonujących wyników zarówno własnych jak i literaturowych, 
część pracy odnosząca się do symetrii nieableowyeh ma charakter opisowy. 
Podany jest tam  sposób podejścia do symetrii nieabelowyeh stosowany w li­
teraturze oraz zasugerowane są możliwe jego rozszerzenia stanowiące dalszy 
plan badawczy autora,
W dodatkach zawarte są: podstawowe definicje używane w rozprawie, twier­
dzenia dotyczące diagonalizacji macierzy oraz podstawienia obowiązujące 
we wzorach wyrażających param etry oscylacyjne macierzy mieszania PMNS 
przez elementy macierzy masowej neutrin.
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2 W prowadzenie
2.1 Masa neutrin w Modelu Standardowym i jego roz­
szerzeniach
Jednym z największych sukcesów fizyki cząstek elementarnych jest opis 
wszystkich obecnie znanych składników m aterii wraz z oddziaływaniami wy­
stępującymi między nimi. Opis ten bazuje na kwantowej teorii pola i jest 
nazywany Modelem Standardowym cząstek elementarnych. Model ten, od 
początku jego sformułowania, znalazł potwierdzenie w licznych eksperymen­
tach oraz przyczynił się do powstania jednego z największych eksperymentów 
w dziejach ludzkości LHC,
Składnikami materii, opisanymi w MS są fermiony, które m ają spin połówko­
wy i opisywane są polami spinorowymi. Wszystkie kwarki oraz naładowane 
leptony m ają naturę cząstek Diraca, Jedynie neutralne neutrina mogą mieć 
naturę Diraca lub Majorany,
Użyteczne dla tej sekcji pracy definicje znajdują się w Dodatku A,
Spinorami Weyla (oznaczenie: fi, X  nazywa się dwukomponentowe obiek­
ty transformujące się względem obrotów i czystych transformacji Lorentza 
według reguł:
gdzie 9 określa oś i kąt obrotu, p  związany jest z kierunkiem pchnięcia (czyli 
czystej transformacji Lorentza), natom iast a to wektor macierzy Pauliego, 
Spinory fi to spinory prawe natom iast x  lewe.
Wprowadzając macierz:
fi -»• fi' = e ^ ^ - ^ f i , (1) 
(2)
(3)
Lagranżjany opisujące pola M ajorany m ają postać odpowiednio 
dla pola prawego (1 ) :
<jfi ( a ^ d ^  fi +  ]^m(fiTefi — fiXfi*) (4)
natom iast dla pola lewego (2 ) :
X ~  \ r n ( x T£X ~  X^X*)- (5)
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Często rozważa się czterokomponentowy obiekt zwany bispinorem Diraca:
* =  ( i )  •
Działając na spinor (6) operatorem rzutowym o określonej ehiralnośei (patrz 
Dodatek (A), wzory od (196) do (204)) dostajemy dwa niezależne bispinory 
lewy i prawy, odpowiednio:
= O  •
*R = • (8)
Zatem, pole Diraca i} można zapisać jako kombinację niezależnych spinorów:
*  = *L +  (9)
Konstrukcja bispinora Diraca wymaga użycia dwóch różnych spinorów Wey- 
la, Bispinor (6) spełnia równania Diraca, które można wyprowadzić ze swo­
bodnego Lagranżjanu:
L d = i} ( i ^  dn — m *  • (1 0 )
Występujący we wzorze tym człon masowy Diraca ma postać:
L v  = —m*}* = —m  (i}u*L +  *}l * r ) , (11)
a w zapisie dwukomponentowym:
Cv  = —m  +  X^i) • (12)
Spinor Maj orany przez analogię do (9) można zbudować korzystając tylko z 
jednego pola (7):
*  = * l + *R , (13)
gdzie, prawe pola * R wyraża się poprzez pola lewe narzucając na nie tak 
zwany warunek Maj orany (patrz Dodatek (A), wzory od (208) do (216)):
*R = c <Ę • (1 4 )
Oznacza to, że formalnie do konstrukcji bispinora M ajorany używa się jed­
nego spinora Weyla,
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W  podobny sposób możemy skonstruować bispinor M ajorany używając pola 
prawego:
0  = 0 L +  0 R ■ (15)
Korzystając z relacji (13), człon masowy dla neutrin M ajorany ze wzoru (5), 
w notacji ezterokomponentowej można przepisać w postaci:
£ M (16)
Zdefiniujmy dwa wektory z obiektów transformujących się według tych 
samych reprezentacji:
prawych: oraz lewych: 0 c
gdzie pola x L =  — ey* ora z rf>c = e0*.
Rozważając Lagranżjany (4) oraz (5) dla pól prawych (1) i lewych (2), ogólny 
operator, który jest niezmiennikiem transformacji Lorentza, możemy przed­
stawić jako:
Cm
1
T2 ( < P l , X l )
KXC!
h.c. (17)
m D 
m D m2
Operator (17) nazywamy członem masowym Majorany, Wszystkie wymienio­
ne powyżej Lagranżjany opisują człony masowe dla dwóch neutrin.
Aby skonstruować człon w postaci analogicznej do członu (17) ale w ogólnej 
sytuacji, czyli dla dowolnej ilości pól neutrin i nie zakładający ich charakteru, 
należy założyć istnienie n L stanów:
oraz n R stanów:
0 L
0 R
0 R =
~ex
o
0L
(18)
(19)
m n
tf R
( 0R1 \
0R2
\0Rm J
(0 L
tfc
cL2 tf L =
W lJ
( 0 L l \
0L2
\0Ln)
(0°R 0
tf R
0 cR2
(20 )
W w
Przy ich użyciu można teraz napisać najogólniejszy człon masowy będący 
sumą członów masowych Lagranżjanów Diraca (11) i M ajorany (16):
C = CD +  CM 1211L mass L  \ L  5 K^ 1-)
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przyjmujący postać:
£mass
1
2
ML m d  
m D m R_
M l M d +
MD M r  +
(22)
W zapisie dwukomponentowym można go przepisać jako:
£mass — — -  (x^ M rX° +  XfMD0 +  (ff^MDx ° +  ^ M r DJ +
+  (x Ct-M, X' +  t  m D X + Xc  MD i f  +  t M R t C) .
Pomiar skrętności w eksperymencie Goldhabera, z końca lat 50-tych ubie­
głego wieku, wykazał, że neutrina są cząstkami lewoskrętnymi [1] zatem MS 
nie zawiera pól prawych dla tych cząstek. Historycznie w MS przyjęto by 
neutrina traktować jako cząstki bezmasowe,
W chwili obecnej wiemy z eksperymentów, że neutrina posiadają masę (szer­
sza dyskusja w podrozdziale (2,2) oraz (2,3)), zatem MS wymaga rozszerze­
nia.
Możliwe jego rozszerzenia, w których neutrina opisywane są jako cząstki ma­
sowe (modele takie nazywa się ogólnie ^SM) można podzielić na dwie grupy, 
W  pierwszej z nich rozpatruje się rozszerzenia bez wprowadzania neutrin 
prawoskrętnych w drugiej modele, które je zawierają,
2.2 Oscylacje neutrin i macierz mieszania leptonów
Pierwszym badaczem, który w analogii do mieszania kaonów K 0 ^  ić 0, 
próbował doszukać się podobnego fenomenu w sektorze leptonowym był Pon- 
teeorvo, W swojej pracy [2] z 1957 roku opisał on możliwość przejścia neutri­
na elektronowego w swoją antyeząstkę, W tym czasie, istnienie antyneutrina 
elektronowego było faktem zaobserwowanym przez Eeinesa i Cowana [3, 4], 
Jednocześnie w latach 1957-58 Davis [5] potwierdził, że neutrina nie są toż­
same z antyneutrinami. Kolejnym istotnym krokiem było odkrycie w 1962 
neutrina mionowego w eksperymencie przeprowadzonym w Brookhaven [6], 
Jeżeli neutrina są masywne i podlegają mieszaniu to stało się oczywistym, 
że oscylacje neutrin zapachowych są możliwe. Maki, Nakagawa oraz Sakata 
w swojej pracy [7] z roku 1962 jako pierwsi opisali model mieszania różnych 
zapachów neutrin,
Ponteeorvo miał swój udział w historii opisu fenomenu oscylacji neutrin jesz­
cze dwa razy, W roku 1967 przewidział problem deficytu w detekcji neutrin
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elektronowych pochodzących ze Słońca (zwany jako problem neutrin słonecz­
nych), Faktycznie w 1968 roku, w eksperymencie w Homestake [8], odnoto­
wano niezgodności zebranych danych eksperymentalnych z przewidywaniami 
teoretycznymi. Pierwszą próbą wyjaśnienia tego eksperymentu było dopa­
trywanie się błędów w samym eksperymencie, jednak kolejne eksperymenty 
wykonywane przez kolaboracje Kamiokande [9], SAGE [10], GALLEX [11] 
nie pozostawiały złudzeń i potwierdzały wyniki otrzymane w Homestake, 
Pontecorvo opisał w swoich przewidywaniach deficyt neutrin elektronowych 
jako konsekwencję przejścia ve ^
W roku 1969 Pontecorvo wspólnie z Gribovem opublikowali pracę [12], w 
której opisali problem oscylacji neutrin słonecznych przez mieszanie neutrin. 
Ostateczne potwierdzenie hipotezy oscylacji neutrin miało miejsce w 1998 
roku w eksperymencie w Kamiokande [13],
Oscylacje neutrin są efektem czysto kwantowym. Zachodzą one na skutek 
interferencji różnych stanów masowych neutrin. Neutrina o danym zapachu 
produkowane są, propagują się i podlegają detekcji jako koherentna super­
pozycja stanów masowych:
Najprostszy, formalnie niepoprawny, ale dający dobry końcowy wynik opis 
oscylacji neutrin wymaga poczynienia kilku założeń:
•  wszystkie stany masowe \vm) składające się na koherentną superpozycję 
m ają tą  samą energię E , ale różne pędy pj, wyrażone w przybliżeniu 
ultrarelatywistycznym jako:
•  czas propagacji jest proporcjonalny do odległości L.
Niech stan neutrina z określonym zapachem \va) w miejscu detekcji (L =  0) 
będzie opisany jako:
Va) = Uaj ¡ ¡ j ) . (24)
(25)
3
Va(L)) = e-i(m-PL'\va (L = 0)) =  £  e- « E‘- n  L> u a j \ j )
(26)
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Prawdopodobieństwo przejścia ze stanu \va(L = 0)) do stanu ), wyrażone 
jest jako kwadrat am plitudy prawdopodobieństwa:
P^niL) = \ M v a(L))\2 ~  Y .e^ ur>iu '„j . (27)
Isto tą występowania superpozycji jest bardzo m ała różnica kwadratów mas 
poszczególnych stanów masowych definiowana jako:
Nadmienić warto, że pełny, formalnie poprawny opis oscylacji neutrin opiera 
się na pakietach falowych. Jednak powyższy, skrótowy opis jest wystarczający 
dla wniosków dalszej części rozprawy.
Macierz Uaj we wzorze (24) jest macierzą diagonalizująeą macierz maso­
wą neutrin, o której mowa w dalszej części rozdziału (we wzorze (32)), Często 
utożsamia się ją  z macierzą mieszania w leptonowych prądach naładowanych, 
nazywaną macierzą Ponteeorvo-Maki-Nakagawa-Sakata (UPMn s )■
Tak będzie zawsze wtedy gdy dla leptonów naładowanych pracujemy w ba­
zie, w której ich macierz masowa jest już diagonalna. Trzeba jednak wziąć 
pod uwagę fakt, że na symetrię macierzy mieszania wpływa zarówno macierz 
masowa leptonów naładowanych, jak i macierz masowa neutrin.
Rozważymy Model Standardowy, a następnie jego uogólnienia. Będziemy też 
zakładać, że neutrina m ają naturę Maj orany. W modelu tym neutrina od- 
działywują z leptonami naładowanymi. Oddziaływanie z cząstką Higgsa i w 
prądach neutralnych z cząstką Z nie jest istotne dla rozważań zawartych w 
tej pracy.
Tak więc w bazie zapachowej mamy:
Macierz masowa leptonów naładowanych M la^  jest dowolną, trójwymiarową 
macierzą zespoloną, zaś dla neutrin M ^  jest dowolną symetryczną macierzą
A m j =  m 2 — m j . (28)
(29)
gdzie:
(30)
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zespoloną, W rozszerzeniach MS macierz M v może mieć wvmiar N  > 3, 
Macierz M laß jest diagonalizowana przez transformację biunitarną (patrz Do­
datek B - dowód Twierdzenia (1)):
(U‘L M ‘ U ‘R) aß = ¡aßm ‘„. ma > 0. (31)
Macierz masowa neutrin M fß  diagonalizowana jest transform acją ortogonal­
ną z macierzą zespoloną (patrz Dodatek B - dowód Twierdzenia (2)):
(UVM VUV*) = ólk mV, mV > 0. (32)V / ij
Wprowadziliśmy więc nową bazę - bazę fizyczną dla macierzy masowych w 
których sta ją  się one diagonalne:
VaL = Z  UaiUiL ^  VaR = Z  Uai ViR, (33)
i= 1,2,3 i= 1,2,3
a także:
l'aL = Z  ( UL) aß lßL 0raz 1'aR = Z  ( UR) aß lßR'
ß=e, ,^T ß=e, ,^T
Po takiej transformacji w oddziaływaniach prądów naładowanych pojawi się 
macierz mieszania:
Ł c c  =  — nr . Z  {UpMNs)ai v%iW~ +  h.c. , (35)
V 2 Sin 6w  a=e,ß,T 
i= 1,2,3
( )
(UPMNS) ai =  Z  (UL ) ( UV) ßi > (36)
ß=e, ,^T
jest macierzą mieszania noszącą nazwę Ponteeorvo-Maki-Nakagawa-Sakaty, 
W MS macierz UPMNS pojawia się tylko w oddziaływaniach prądów nałado­
wanych (35), W oddziaływaniach prądów neutralnych neutrina oddziałują z 
cząstkami Z0 i cząstkami Higgsa zachowując zapach, np,
L n C  ~  Z  VaLYßVaLZß ~  Z  ViLYßViLZß , (37)
a=e,ß,T i=1,2,3
eo powoduje, że po przejściu do stanów fizycznych macierz mieszania nie 
pojawia się. Sytuacja zmienia się w różnych rozszerzeniach MS, gdy na przy­
kład pojawiają się oddziaływania neutrin prawoskrętnyeh [14], albo prądy 
neutralne łamiące symetrię zapachową:
l c c  ~  Z  l aRRfV,R W ? , (38)
a
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L NC ~  ^ Q a f t  va L l^vftLZ^, (39)
aft
wtedy w bazie fizycznej:
l cc ~  E  LnJ^^iR (Un)ai W + , (40)
ai
gdzie:
(UR)ai = (//RU v *) a i , (41)
oraz:
l nc  ~  'Y2vi L Y ^ i j vjLZ^ , (42)
ij
gdzie-
Wj = E  ( U' ' ) to »aft (UV)ftj . (43)
aft
Widać, że w takich uogólnionych modelach więcej wielkości mogłoby pod­
legać pomiarowi, np, elementy macierzy UR oraz Nie mamy jednak w
chwili obecnej żadnych informacji eksperymentalnych o takich dodatkowych 
oddziaływaniach. Model Standardowy poszerzony jedynie o człon mas neu­
trin  dobrze tłum aczy obecne wyniki doświadczeń ,
Skoncentrujemy się na sytuacji, w której wszystkie symetrie teorii tkwiące w 
postaciach macierzy masowych dla trzech naładowanych leptonów M l i 3 +  n 
neutrin M v (gdzie n = 1, 2, 3 oznaczają dodatkowe ciężkie neutrina sterylne)
U
naładowanym. Tak więc jedynie macierz masową 3 x 3 dla neutirn możemy 
zrekonstruować w oparciu o obecne wyniki doświadczalne.
Trzeba pam iętać o tym, że macierz mieszania w prądzie naładowanym jest 
wyrażona w bazie masowych stanów własnych (36) zarówno naładowanych 
leptonów ( e , ^ , r ) jak i neutrin (v1,v 2,v 3). Z tego powodu mamy dowolność 
w wyborze modeli teoretycznych. Możemy szukać symetrii:
(i) w bazie stanów własnych naładowanych leptonów, wtedy:
UL = 1 i UPMNS = UL = U , (44)
(ii) w bazie stanów masowych stanów własnych neutrin, wtedy:
Uv = I i  Up m n s  = ULL, (45)
(iii) albo w bazie, gdzie zarówno UL = 0 jak i Uv =  0, wtedy:
U = UlLLU v . (46)
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Wszystkie przypadki można znaleźć w literaturze najczęściej jednak wybie­
ramy bazę (44),
W dalszej części pracy omówiona zostanie kwestia wpływu wyboru bazy na 
przyjętą globalną symetrię,
W bazie (44), w której macierz masowa leptonów naładowanych jest dia­
gonalna, transformację (32) prowadzącą do diagonalizacji macierzy masowej 
neutrin, można po wprowadzeniu zapisu:
Up m n s  = Uv = U , (47)
przepisać jako:
UTMv U = m diag ■ (48)
U
masowe m ają wymiar N  x N.
U nitarna macierz U o wymiarze N ,  zależy od N 2 N modułów oraz N +N
N
m diag, otrzymamy taką liczbę parametrów jak w symetrycznej macierzy N  
wymiarowej:
N 2 — N  N 2 +  N
N  +  — =  N ( N  +  1), (49)
a więc równa liczbie parametrów w neutrinowej macierzy masowej,
U
U
U = fNF ■ Ud ■ f  m  ■ (50)
Macierz f NF\
( e ^ 1 
0
V o
=i^ 2
0 0
0
0
0
ei$N y
(51)
N
naładowanych można wyeliminować.
Macierz Ud jest unitarną macierzą zawierającą tylko: (jV~1KiV~2) faz \ wszyst­
kie n 2~n  moduły. Taka macierz opisuje mieszanie leptonów, gdy neutrina są 
cząstkami Diraca,
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Macierz f M jest diagonalną macierzą N  — 1 faz Maj orany, którą będziemy 
parametryzować w sposób:
1
0
0
0
0
e(iai )/2 
0
0
0
0
g(ia2)/2
0 0
0 
0 
0
0
,(iaN-1)/2
\
(52)
Macierz UD skonstruowana jest z macierzy obrotów we wszystkich możliwych 
płaszczyznach o odpowiednio dołączonych (jV~1KiV~2) fazach.
Dla macierzy 3 x 3 mamy:
UD(3 x 3) =  R 3  (023, 0) R 3  (0i3,5is) R12 (012, 0)(3) ?(3) (53)
gdzie, 513 =  5 jest fizyczną fazą zmieniającą się w zakresie 0 ^  5 ^  360°, 
Nazywana jest ona fazą Diraca, Jest ona związana z łamaniem symetrii CP, 
analogicznie do fazy pojawiającej się w macierzy mieszania kwarków (UCkm). 
Trzeba zaznaczyć, że w dotychczasowych eksperymentach z udziałem neutrin, 
fazy M ajorany mogą zostać wyeliminowane. Chociaż więc formalnie macierz 
UpMNs  zawiera fazy M ajorany (co będzie istotne na przykład w podwójnym 
bezneutrinowym rozpadzie fi), w eksperymentach oscylacyjnych fazy te nie 
są mierzone i macierz mieszania przyjmuje się tak jak  w (53),
Wprowadzając konwencję dotyczącą oznaczeń kątów mieszania 9if
-ij COS Uij, Sij Sin( 3
macierze obrotów zapisujemy jako:
R2J (023, 0) ^  U23 =
iS\
R 13 (013,513) ^  U13
R (1? (012, 0) ^  U12 =
UD
( C12C13 s..c._ s..e~iS\
—s 12 c23 
V s 12s23 — c12s 13c23e"
1 0 0
= 0 c23 s23 ,
0 —s 23 C23J
/ C13 0 s13e-
0 1 0
—-s13eiS 0 C13
/  C12 s 12
= —s 12 C12 0 •
0 0 1
(54)
(55)
(56)
(57)
UD c12s 13s23e 
AS
iS c12 c23 — 
c12s23
s 12c13 
s 12s 13s23 eiS
s 12s 13c23eiS
(58)
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Przyjmuje się [15], że kąty mieszania %  zmieniają się w zakresie: O ^  ^  90°,
Podsumowując: w przypadku trzech neutrin mamy dziewięć parametrów 
fizycznych. Trzy masy neutrin, trzy kąty mieszania oraz trzy fazy 6, a 1/2, a 2/2. 
Dwie z tych faz (a 1/ 2 , a 2/2) nazywane są fazami Maj orany. Jeśli neutrina 
m ają naturę Diraca, to fazy te mogą być zaabsorbowane poprzez wciągnięcie 
ich w definicję pól neutrin,
2.3 Doświadczalne wyznaczenie masy i elementów ma­
cierzy mieszania neutrin
Numeracja stanów masowych neutrin nie jest przyjęta arbitralnie, W pra­
cy tej przyjmuje się konwencję:
m i <  m 2 (A m 2j >  0), A m ^  <  lAmijJ. (59)
W konwencji tej, przy założeniu istnienia trzech aktywnych neutrin, istnieją 
dwie możliwości (hierarchia normalna i odwrotna) wyznaczenia spektrum  
masy neutrin w zależności od znaku A m 231 (28):
•  Hierarchia normalna : m 1 < m 2 < m 3,
• Hierarcha odwrotna: m 3 < m 1 < m 2.
A m 21
A m 2
kwadratów mas jest związana z tak zwanymi neutrinam i atmosferycznymi i 
jest oznaczana jako A m 2atm.
Dla hierarchii normalnej: A m 2atm = A m 23iJ natom iast dla hierarchii odwróco­
nej: Am2atm = Am222-
Jednymi z najważniejszych zrealizowanych lub wciąż trwających ekspery­
mentów oscylacyjnych są m.in: K2K [16], T2K [17], K am i.AM ) [18], MINOS 
[19], OPERA [20], MiniBooNE [21], SAGE [22], Superkamiokande [23], SNO 
[24, 25], Am anda/IeeCube [26], Borexino [27], DayaBay [28], W Tabeli 2 
zebrano opracowane przez różne grupy podsumowanie aktualnych wyników 
eksperymentów oscylacyjnych,
W eksperymentach oscylacyjnych mierzy się różnice kwadratów mas (28), 
Eksperymenty, w których można potencjalnie mierzyć masę neutrin (np, roz­
pad 3  try tu) m ają niewystarczającą dokładność i istnieją jedynie górne ogra­
niczenia na ich masę.
Historycznie, liczne pomiary przekrojów czynnych na procesy z udzia­
łem neutrin wykazywały bardzo dużą zgodność z koncepcją bezmasowyeh
14
-- m <
A m l3 =  A
- - m <
- - m  i
=  A m e  1
Hierarchia
norm alna
A mai = A m |
Am^ = Am?
Hierarchia
odw rotna
V
Rysunek 1: Hierarchia normalna i odwrotna.
neutrin. Ponadto, silnym wskazaniem na ich bezmasowość był eksperyment 
przeprowadzony w 1958 r, przez Goldhabera i jego grupę | 1 |, gdzie dokonano 
pomiaru skrętnośei neutrina (o którym wspomniano w podrozdziale (2 ,1 )), 
Wyniki tego eksperymentu wykazały, iż neutrina są cząstkami lewoskrętnymi, 
co bardzo dobrze zgadzało się z dwukomponentowym opisem bezmasowyeh 
neutrin w MS, Mimo dużej zgodności eksperymentalnej, Pauli jako pierw­
szy rozważał neutrina będące cząstkami z bardzo m ałą masą (dużo mniejszą 
od masy elektronu) 1321. Wskazano nawet eksperymentalną metodę pomiaru 
masy neutrina ze spektrum  rozpadu /3, którą zaproponowali Fermi oraz Per­
rin [33, 34, 35], Pierwsze pomiary ograniczyły masę neutrina do m v < 250 
eV  [36], Obecnie ograniczenie to wynosi m v < 2 eV  [15], Uzyskano je w eks-
3
Mainz |37| oraz w Troitsku |38|, gdzie dla "średniej" masy neutrin:
mi3 = ^ Y . \u?-i\2m2i > (60)
oszacowano odpowiednio:
m /3 <  2.3eV(Mainz), mp <  2.1 eV(Troitsk). (61)
Otrzymane wyniki nie wykluczają hipotezy o niezerowej masie neutrin. Po­
twierdzają jednak fakt, że masy te są o wiele mniejsze od mas naładowanych
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P aram etr Forero i wsp. Fogli i wsp. Gonzalez-G arcia i wsp.
A m ^ [1 0 -5eV2] 7.62 ± 0 .1 9 7 ^¿1+0.26 1 -OZ±-0.22 7.50 ± 0 .1 8 5
A m g1[10_ 3eV2]
o  cc+ 0.06 
z -oo-0.09
o ¿ 1 0  + 0.06z.^o_007
o ¿ 1 0  + 0.06 
z -ąó-0.10
—2 42+0-11Z.^Z_ 07
9 ą '■7+0.069 
-0.067 
9 ¿10 +  0.042 
— 0.065
sin2 012 0 Q2 f)+0 '016U.OZU_o_Qi7 0 Q07+°-018U.ou/ _0.016 0.30 ± 0 .0 1 3
sin2 023
0 427+0'034 Rr 0 61 4 + 0-022 U.4Z/_0.027 ^  U.Dlo_o_o40
0 600+°-°26 U.DUU_o_o3i
0 286+0'024 U.AOO_ _ 1
0 OG9+0-039
U.oyZ_o_o22
n 41 +0-037 — 0.025
ft 41 +0-037 p (~| rq+0.021 
U-41-0.025 & U't,y-0.022
Sin2 013
n n o / l£ + 0-00290 .0246I0 0028
0 025f)+0'0026 U.UZOU_0.0027
0.0241 ± 0 .0025  
0 .0 2 4 4 + ™ |
0.023 ±  0.0023
ć
(0.80 =b 1)7r 
- (0 .0 3  =b l)?r
(1 -0 8 + ;1!)7T 
(i-09i°0; | +
( l-6 7 Ż + (  +
Tabela 2: Podsumowanie parametrów oscylacyjnych dla neutrin. Dla A m |1; 
sin2 023, sin2 013, i 5 górne (dolne) wartości odpowiadają hierarchii normalnej 
(odwróconej). W  tabeli podane są wartości średnie oraz błędy na poziomie la  
opracowane przez trzy niezależne grupy. Wyniki pochodzą z prac: [29] (Forero 
i w.sp.), [30] (Fogli i w.sp.), [31] (Gonzalez-Garcia i wsp.).
leptonów i kwarków.
Ważną grupą eksperymentów są te związane z procesem podwójnego rozpadu 
13.
(Z ,A )  ^  (Z  + 2 ,A) + 2e-  + 2i7e, (2v33 ). (62)
Historycznie proces ten został zaproponowany przez Goeppert-Mayer [39], 
Można go obserwować jako jednoczesny rozpad dwóch neutronów. Wkrótce 
po ukazaniu się prac Majorany, Reeah [40] i Furry [41] przedyskutowali inny 
rozpad, możliwy tylko i wyłącznie wtedy, gdy zgodnie z hipotezą neutrina i 
antyneutrina są tożsame:
(Z ,A )  ^  (Z  + 2 ,A) + 2e- , (0v33). (63)
3
potwierdzenie zajścia takiego rozpadu dałoby jednoznaczną i bezpośrednią 
odpowiedź eo do natury neutrin. Jakkolwiek liczne eksperymenty nie dowo­
dzą istnienia tego rozpadu [42], to jednak dają one ograniczenia na masę 
neutrin. Zawarte są one w Tabeli 3,
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Eksperyment l"¥/?l %
Heidelberg-Moseow [43] 
NEM0 3  [44, 45]
(0.22 -  0.64) e¥ 
(0 .4 4 -  1.00) eV
Tabela 3: Ograniczenia na masę z bezneutrinowego podwójnego rozpadu f3.
Param etr m@p z Tabeli 3 jest efektywną masą neutrina Maj orany definio­
waną jako:
\m gg \ E U 2m i (64)
Planowane przyszłe eksperymenty to między innymi GERDA [46], CUORE
[47], KamLAND-Zen [48], EXO [49], które powinny znacząco poprawie obec­
ne ograniczenia do: \mpp\ < 10-2eV,
Obowiązujące ograniczenia na ilość aktywnych neutrin pochodzą z wyni­
ków eksperymentu LEP [50], Są one związane z tak  zwaną szerokością połów­
kową rozpadu cząstki Z 0, Doświadczenie to wykazało, że istnieją tylko trzy 
generacje neutrin o masie mniejsze niż ^ r ,  gdzie M z  jest masą cząstki Z 0.
2.4 Analityczne wyznaczenie masy i elementów macie­
rzy mieszania neutrin
W  tej części pracy zaprezentowana jest metoda uzyskania jednoznacz­
nych, analitycznych wzorów, wyrażających param etry oscylacyjne macierzy 
mieszania UPMNS, poprzez elementy macierzy masowej neutrin.
Podrozdział ten jest wynikiem własnym, opartym w całości na opublikowanej 
pracy [51],
Zakładamy, trzy generacje neutrin o naturze Majorany, Przy założeniu tym, 
macierz masowa neutrin, oznaczana jako M v, jest w ogólności symetrycz­
ną macierzą trójwymiarową o elementach zespolonych. Konstruujemy z niej 
hermitowską macierz H:
H  = M v 1 M v  ■ (65)
W jawnej postaci, macierz (65) można zapisać jako:
i  A
H =
V
B e - i^  D E e ^ 3 \ , (66)
Ce-i^
w której param etry (A , B, ■ ■ ■ ,f i1,fi2, ■ ■ ■) mogą być w prosty sposób wyzna­
czone przez elementy macierzy M v.
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Macierz ta  jest diagonalizowana poprzez unitarną transformację:
0/  m:
0 
0
0 
0
0 m3
mi (67)
gdzie unitarna macierz W , jest zbudowana z wektorów własnych H:
(
W
x  i
y1
\  z1
x 2
^2
z2
x 3
y3
z3
(68)
a wartości własne m f, (i =  1, 2, 3) odpowiadają kwadratom mas, Z własności 
macierzy (65) wynika, że wartości te są rzeczywiste i nieujemne. Jest to po­
żądana własność, ze względu na to, że w eksperymentach mierzy się różnice 
kwadratów mas neutrin (patrz podrozdział (2,3)),
Faza wektorów własnych macierzy (68) nie zmienia wartości własnych (67), 
Zatem, możemy użyć tych faz tak by znaleźć macierz U, diagonalizująeą ma­
cierz masową neutrin tak jak w równaniu (48) z rzeczywistymi dodatnim i 
wartościami własnymi mi.
(69)
Nowe fazy x i , (i =  1, 2, 3) również zależą od elementów macierzy M v. 
Macierz (69) zależy od 9 parametrów, co bezpośrednio koresponduje z ilością 
parametrów macierzy U (50) w standardowej parametryzaeaji. Porównując 
elementy macierzy (50) i (69) możemy znaleźć relacje pomiędzy kątami mie­
szania a elementami macierzy masowej neutrin:
i x  i x 2 x3 \ i ei x 0 0 i x 1 x 2 x3
U = yi y 2 y3 0 eiX2 0 " yi y 2 y3
\ zi z 2 z3 \ 0 0 eiX3 ) \ zi z 2 z3
sin 0i3 =  |X3| , 
y 3|
cos
sin UfS
Sin U12
0 1 3  =  \A  “  l^sl"
|z3 1
i -  ta T  
ta !
= , cos 023 =
cos U\2
i -  t a | 2
|Xi|
(70)
(71)
(72)
1 — l^sl y i _
Analogicznie możemy wyrazić fizyczne fazy M ajorany (aą, a 2) oraz fazę Di­
raca 8 poprzez elementy macierzy masowej:
2
U  -  Ui, (73)
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Y  =  ^3 +  £ - ^ i , (74)
- i s  _  N N N  +  |Z l | e 4 n + ^ 3 - r 3- ^ i )
1 ~ N 2 ' ( }
I podobnie dla faz niefizycznych ($ , i = 1 ,  2, 3):
p i = Xi +  Wi> (76)
P2 = X2 +  na — ^2  +  Wi, (77)
P3 =  X3 — ^ — W3 +  Ta +  Wi , (78)
gdzie: Wi = Arg(xi), ni = Arg(y i ), Ti = Arg(z i ) i Wi, T3 =  0 V n. 
Podstawienia obowiązujące we wzorach od (70) do (78) zawarte są w Dodat­
ku C .
2.5 Wzorce symetrii macierzy mieszania
Można przyjąć hipotezę zakładającą, że kształt macierzy Up m n s  nie jest 
przypadkowy. Szczególnie atrakcyjną i szeroko dyskutowaną w ostatnich la­
tach jest koncepcja istnienia rodzinnej dyskretnej grupy symetrii, która tłu ­
maczy postać macierzy mieszania leptonów.
Przed rokiem 2012 dane pochodzące z eksperymentów neutrinowych zga­
dzały się z tak zwaną „trzy podwójnie maksymalną” (tribimaximal - TBM) 
macierzą mieszania, w literaturze znaną pod nazwą Utb M . Zaproponowana 
została ona w 2002 roku przez Harisona, Perkinsa i Scotta [52]:
Ut b m
(  V6 1/3 0  ^1 1 1
V6 \/3  \/2
1  1_ J _
V Ve V3 V2
(79)
Trzecia kolumna tej macierzy odpowiada maksymalnemu mieszaniu stanów
Wn) i Wr)-
|C ^ | =  |C7r3| =  l / V 2 ,  (80)
odpowiada to kątowi:
sin $23 ~  1 / x/2 =>- 6*23 ~  7r/4  czyli 45° . (81)
Druga kolumna odpowiada za równe mieszanie trzech stanów \ve), \v^) i \vT):
\Ue2\ = \ u ^ \  = \UT2\ = l / y / 3 .  (82)
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Koresponduje to z kątem 912 ~  35°,
W arto zauważyć, że dla:
Ue3 =  0 , (83)
kąt mieszania 913 jest równy 0 i macierz Up m n s  jest rzeczywista, Do roku 
2 0 12  wartość ta  znajdowała potwierdzenie w danych wynikających z ekspe­
rymentów oscylacyjnych.
K ształt macierzy (79) może sugerować istnienie związku ze współczyn­
nikami Clebseha-Gordona pewnej grupy symetrii. Obserwacja ta  wywołała 
szeroki odzew wśród grup teoretycznych. Pojawiło się wiele modeli, które fe­
nomenologicznie wyjaśniały pochodzenie wzorca TBM, Jedną z pierwszych 
propozycji, wysuniętą w 2004 roku w pracy [53], była hipoteza wiążąca ma­
cierz UTb M z  dyskretną grupa symetrii A4, Jej pełne uzasadnienie ukazało 
się w roku 2005 [54, 55, 56, 57].
W  przeciągu niemal dekady pojawiło się wiele innych propozycji próbujących 
z  mniejszym lub większym powodzeniem związać macierz UTbM z  innymi 
dyskretnymi grupami symetrii lub jej wariacjami, takim i jak  na przykład: 
U ( 1 ) 3 x Z23 x Ą  [58] , Z 23 x S3 [59], S4 [60, 61 ], T  [62, 63], A(27) [64], A(54) 
|65|.
W  roku 2012 pojawiły się nowe, dokładniejsze dane z eksperymentów 
mierzących kąt 913, Okazało się, że kąt ten jest różny od zerowego. Obecnie 
mierzone wartości kąta 913 zaprezentowane są w Tabeli 4, Dane te wykluczy-
Eksperyment sin2 26*13
T2K
DavBav
Minos
RENO
0.140í°;°l, 0.170±8;8tf 
0.090Í°oZ 
0.0951°;°! 
0.10018:81
Tabela 4: Pomiary „reaktorowego” kąta mieszania sin2 29i3 pochodzące z eks­
perymentów T2K[17], Daya Bay [28], MINOS[19], oraz RENO [66]. W  przy­
padku eksperymentu T2K  pierwsza wartość odpowiada normalnej hierarchii, 
a druga odwróconej.
ły możliwość realizacji schematu TBM, W  ich świetle powróciło pytanie o 
to, czy jakaś nowa symetria stoi za kształtem  macierzy mieszania. Duża war-
9i3
perturbaeji schematu TBM, Spośród wielu ogólnych koncepcji próbujących 
wyjaśnić naturę mieszania w sektorze leptonowym w pracy tej przeanalizo­
wane zostaną dwie.
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Po pierwsze, wydaje się atrakcyjnym ponowne przeanalizowanie modeli 
z tak  zwanymi teksturam i zerowymi [67, 68, 69] macierzy masowej neutrin. 
Wiązane one są z symetriami abelowymi. Macierz mieszania leptonów zwią­
zana jest, eo zostało przedyskutowane we wprowadzeniu niniejszej rozprawy 
(patrz wzór (48)), z macierzą masową neutrin. Zatem, symetria macierzy ma­
sowej neutrin indukuje symetrię macierzy mieszania. Tekstury zerowe macie­
rzy masowej przedyskutowane zostaną w rozdziale 3 niniejszej pracy.
Po drugie, w ramach obecnych danych eksperymentalnych (Tabela 2) po­
szukiwana jest symetria nieabelowa dająca pożądane relacje pomiędzy ele­
mentami macierzy masowej M v . Dyskusja takowa przeprowadzona jest w 
rozdziale 4 rozprawy.
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3 Sym etrie abelowe m acierzy masowej lepto­
nów z teksturam i zerowymi
W  literaturze przeanalizowanych zostało wiele interesujących propozy­
cji ograniczenia kształtu macierzy masowej neutrin, a eo za tym idzie ilości 
wolnych parametrów MS, Spośród wielu propozycji wymienić przykładowo 
można: tekstury zerowe [70, 71, 72, 73], modele zakładające znikanie mi­
norów macierzy masowej [74, 75, 76], albo tak  zwane tekstury hybrydowe 
[77, 78, 79, 80], Szczególnie intensywnie studiowane są te pierwsze.
Poprzez tekstury zerowe macierzy masowej neutrin, rozumie się takie ich 
wzorce, które zakładają zerowe, lub bliskie zeru konkretne jej elementy. Za 
takim i postaciami macierzy masowej mogą się kryć symetrie rodzinne. 
Zauważono na przykład [81], że zera macierzy masowej neutrin Diraca (M D) 
i macierzy masowej ciężkich prawoskrętnyeh neutrin Majorany, (M R) mogą 
reprodukować się jako zera w niskoenergetyeznej efektywnej macierzy maso­
wej neutrin, poprzez tak zwany mechanizm „huśtawki” („seesaw”) [82, 83, 84], 
W modelach „seesaw” masę lekkich neutrin, w dobrym przybliżeniu, dostaje 
się poprzez diagonalizację macierzy masowej w postaci:
Mv = M d M - 1 MD . (84)
W ogólności tekstury zerowe macierzy masowej neutrin można otrzymać jako 
realizację abelowyeh symetrii rodzinnych przy założeniu rozszerzonego sek­
tora skalarnego Modelu Standardowego [85],
Problem rekonstrukcji macierzy masowej neutrin można od strony metodolo­
gicznej podzielić na dwie kategorie. Funkcjonują one pod nazwami „top-down” 
i „bottom-up”,
W pierwszym podejściu - „top-down”, postać macierzy masowej (jej tekstura, 
symetrie, etc.) jest założeniem wynikającym z przyjętego modelu a eo za tym 
idzie możliwych globalnych symetrii. Wszystkie param etry takie jak: masy 
neutrin, kąty mieszania i fazy, uzyskuje się z założonej macierzy masowej 
neutrin. Sposób ich otrzym ania przedstawiony jest w poprzednim rozdziale. 
Weryfikacją przyjętego modelu jest zgodność uzyskanych wyników z danymi 
eksperymentalnymi,
W  podejściu „bottom-up”, w ramach obowiązujących ograniczeń eksperymen­
talnych dla obserwabli (kątów mieszania, różnie kwadratów mas), poszukuje 
się dozwolonych tekstur macierzy masowej neutrin. Najczęściej testuje się te 
modele przy użyciu metod numerycznych.
Niniejszy rozdział poświęcony jest dyskusji jednej i drugiej metody. Omó­
wione zostaną nasze wyniki, poszukiwania symetrii, uzyskane przy zastoso­
waniu obu metod.
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3.1 Przykład realizacji symetrii abelowej dla tekstury z 
dwoma zerami
Uniwersalny przepis dotyczący realizacji symetrii dla tekstur zerowych 
zarówno dla kwarkowych, jak  i leptonowyeh macierzy masowych można zna­
leźć w pracy [86], Istnienie zer w fermionowyeh macierzach masowych jest 
konsekwencją wynikającą z wprowadzenia abelowyeh symetrii rodzinnych. 
Szczególną podgrupą są wzorce z dwoma elementami macierzy masowej rów­
nymi zero. Są one istotne, ponieważ dobrze opisują zarówno sektor kwarkowy 
jak  i leptonowy. Dla leptonów dają informacje o ich masach i macierzy mie­
szania, Wzorce z dwoma zerami są ważne również dlatego, że są zgodne z 
niektórymi specyficznymi realizacjami modeli Wielkiej Unifikacji [87],
Na długo przed „rewolucją” związaną z pomiarem niezerowego kąta 6i3 
istniało fenomenologiczne ograniczenie na ilość dozwolonych realizacji moż­
liwych tekstur z dwoma zerami [70], Dla n  niezależnych, równych zero para­
metrów macierzy masowej istnieje:
kombinacji możliwych tekstur zerowych. Spośród wszystkich 15 kombinacji 
dwóch zerowych parametrów macierzy masowej neutrin realizowanych było 
tylko 7, Zaprezentowane są one w Tabeli 5, Terminologia dotycząca nazw 
poszczególnych tekstur zerowych, używana w dalszej części rozprawy, zgod­
na jest z nazewnictwem przyjętym w pracy [70], Obecnie jednak, nowe dane
A l A2 B I B 2
/ 0 0 X  \  
0 X  X  
\  X  X  X  )
/ 0 X  0 \ 
X X X  
{ 0 X  X  )
i  X  X  0 \ 
X  0 X  
\  0 X  X  )
f  X  0 X  \  
0 X  X  \
V x  x  o /
B  3 B  4 c -
(  X  0 X  \  
0 0 X  
\  X  X  X  )
( X  X  0 \ 
X X X  
{ 0 X  0 )
(  X  X  X  \  
X  0 X  \ 
\  X  X  0 /
-
Tabela 5: Siedem dozwolonych tekstur z dwoma zerami, o których mowa jest 
w pracy [70].
doświadczalne ograniczyły liczbę możliwych tekstur zerowych. Taka analiza 
przeprowadzona jest w podrozdziale 3,2, Dwie, spośród siedmiu wyżej wy­
mienionych klas, tekstur z dwoma zerami macierzy masowej neutrin, można
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uzyskać [88] z grupy A4, lub jej cyklicznej podgrupy Z3 w powiązaniu z mo­
delem „seesaw” (typ I+II) [15]. Realizację symetrii dla modelu „seesaw” Ii-go 
typu dla wszystkich dozwolonych wzorców z dwoma zerami prezentuje praca 
|89|.
Poniżej zamieszczony jest przykład [90] użycia cyklicznej symetrii Z3 do 
odtworzenia tekstury A 4 zakładając, że macierz masowa powstaje poprzez 
działanie mechanizmu „seesaw” I i II typu (podobnie jak  w teoriach wielkiej 
unifikacji), W takim  przypadku, relacja (84) przechodzi w:
Mv = M l -  M d M - 1 MD , (86)
gdzie M L opisuje masę Maj orany dla pól lewoskrętnyeh. 
Niech pola leptonowe transform ują się zgodnie z:
D ld — 
D l,l
D lt -
w2D Ld , eR - ► w2eR, vRi - wvRi
— D Ll , VR '— Vr  , SD to 1 § to
■ wDLt , TR - WTR, 1co
£
VR3,
(87)
gdzie:
w =  e(2tn/3)
jest generatorem cyklicznej grupy Z3, natom iast D Lj, j  = e , ^ , r )  to dublety 
leptonowe. Transformacje te generują diagonalną macierz masową leptonów 
naładowanych M h Biliniowe produkty D LjvRk oraz vRjvRk związane z ma­
cierzą MD oraz odpowiednio z maeierzą M  R transform ują się zgodnie z:
D Lj vRk
f w 2 w w \ / w w2 w2
w 1 1 , vRj CuRk - w2 1 1
\ 1 w2 w2 \ w2 1 1
(89)
Z 3
macierz M D przybiera formę:
M D
/ 0 0 0  
0 X X  
V X  0 0
(90)
Przyjmując, że zespolony skalarny singlet x  transformuje się względem grupy 
Z 3 zgodnie z regułą: x  — w2X  macierz M R przybiera postać:
M R
/  0 X X  
X X X  
X X X
(91)
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Po zastosowaniu mechanizmu „seesaw” I-go rodzaju, dostaje się macierz ma­
sową neutrin w postaci:
M l  =
/ 0 0 0  
0 X X  
V 0 X X
(92)
Biliniowy człon D C  lD Lk związany z macierzą M L transformuje się wzglę­
dem symetrii Z 3 jako:
/  u  u 2 1
D l C - l D Lk - u 2 1
\  1 u  u
u
2
(93)
Wprowadźmy, skalarny względem grupy SU(2), tryplet Higgsa, zapisany w 
macierzowej notacji dwuwymiarowej jako:
A H+ V2H++ 
V2H ° - H +
(94)
który jest niezmiennikiem ze względu na grupę Z3, Próżniowa wartość ocze­
kiwana (VEV) dla trypletu Higgsa wynosi:
(A)c
0 0
vt 0 (95)
gdzie: (H °)o =
Przy poczynionych założeniach wkład mechanizmu „seesaw” II rodzaju do 
macierzy M L (wzór (86)) ma postać:
M i i (96)
Efektywna macierz masowa neutrin M v po zastosowaniu mechanizmu „se­
esaw” I-go i Ii-go rodzaju jest sumą macierzy (92) oraz (96), ma więc postać:
M v (97)
która odpowiada teksturze A1. W arto zauważyć, że żądanie abelowej symetrii 
(88) prowadzi do diagonalizacji macierzy masowej dla naładowanych lepto­
nów.
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3.2 Tekstury zerowe dla neutrin maj orany w przypadku 
zachowanej symetrii CP
Dyskusja zawarta w tej części rozprawy oparta jest na numerycznej meto­
dzie zaprezentowanej w pracy [91], Na jej potrzeby stworzony został program 
komputerowy w języku FORTRAN, który w oparciu o metodę „top-down”, słu­
ży do weryfikacji zgodności omawianych tekstur z danymi doświadczalnymi. 
Założeniem tej analizy jest przebadanie symetrycznej, rzeczywistej, trójwy­
miarowej macierzy masowej neutrin, a więc zakładając brak łam ania symetrii 
CP, Symetryeznośe macierzy masowej neutrin jest tożsama z przyjęciem na­
tury  M ajorany neutrin. Używana w programie macierz masowa przyjmuje 
postać:
Pomimo założenia braku łam ania symetrii CP dla neutrin Majorany, wnioski 
płynące z analizy nie są trywialne, eo zostanie wykazane w dalszej części 
rozdziału.
Aby zobaczyć w jaki sposób coraz bardziej precyzyjne wyniki (w szczegól­
ności wykrycie, że 6\3 =  0) dyskusję przewidywań teoretycznych podzielono 
na dwie części. Zaprezentowane zostaną oryginalnie opublikowane rozwiąza­
nia, zgodne z danymi oscylacyjnymi właściwymi dla czasu ich publikacji jak 
również nowe, opracowane a zgodne z bieżącymi danymi,
3.2.1 Opis algorytm u weryfikacji tekstur zerowych
Zadaniem opracowanego programu numerycznego jest znajdowanie takich 
wartości parametrów macierzy masowej neutrin M v, które poprzez relację
(48), wyznaczają elementy macierzy mieszania oraz różnice kwadratów mas 
zgodne z danymi eksperymentalnymi. Aby sprawdzić wszystkie kombinacje 
parametrów użyjemy adaptacyjnej metody Monte Carlo (AMC - Adaptive 
Monte Carlo), Poniższy podrozdział opisuje algorytm tego programu.
Działanie programu dzieli się na dwa etapy, W pierwszej kolejności ge­
nerowane są losowe param etry wejściowe, czyli elementy macierzy masowej 
neutrin. K ształt tej macierzy: ilość przyjętych jej elementów równych zero, 
jest kontrolowany przez użytkownika. Za pomocą odpowiednich bibliotek nu­
merycznych (NAG [92]) macierz ta  jest diagonalizowana. Uzyskane wektory 
oraz wartości własne są porównywane z danymi eksperymentalnymi. Akcep­
towane i zapamiętywane są wyniki losowania, które dają mieszczące się w 
granicach błędów wielkości mierzone. Pierwszy etap jest bardzo czasochłon­
ny, Spośród wszystkich sprawdzanych kombinacji, wyniki losowania zgodne z
(98)
26
ewidencją eksperymentalną, stanowią znikomą część (rzędu 102 spośród 109 
losowań). Aby efektywnie, w dużo krótszym czasie, znaleźć szersze spektrum 
zgodnych z eksperymentem wyników, można ich poszukiwać w bliskim są­
siedztwie już zaakceptowanych i zapamiętanych wyników. Jest to czynione w 
drugim kroku działania programu numerycznego.
Drugi etap działania programu inicjuje algorytm AMC, W algorytmie 
tym jako dane wejściowe używany jest zbiór punktów wygenerowanych w 
etapie pierwszym. Procedura ma za zadanie poszukiwać dodatkowych roz­
wiązań, w małych przedziałach wokół już uzyskanych wyników. Dodatkowo
spośród poszerzonego spektrum rozwiązań program wyznacza te z nich, któ-
X2
etapie pierwszym, program wykonuje N it iteracji, w każdej iteracji sukcesyw­
nie ograniczając przedział w którym losowane są wartości macierzy masowej. 
Dla każdego z tych przedziałów, macierz masowa losowana jest i diagonalizo- 
wana, a następnie porównywana z ewidencją eksperymentalną N całc razy, W 
rezultacie uzyskuje się dodatkowe punkty będące w zgodności z danymi eks­
perymentalnymi, Tak przeprowadzona procedura w kroku drugim może być 
104 razy szybsza niż w kroku pierwszym, jednocześnie znajdując 104 więcej 
rozwiązań.
Na rysunku 2 (na stronie 30) zobrazowany jest przykładowy wynik działa­
nia pierwszego oraz drugiego etapu programu numerycznego dla tekstury A l 
przy wartościach N scat =  N it =  Ncalc =  100, Szersze omówienie tej tekstury 
znajduje się w dalszej części pracy.
By zobrazować uzyskane wyniki, należy mieć na uwadze, że możliwa jest je­
dynie takowa ich prezentacja, która uwzględnia korelację na jednym wykresie, 
co najwyżej trzech różnych elementów macierzy. We wszystkich zamieszczo­
nych w pracy wykresach korelacyjnych wykresach, dla poprawy ich czytel­
ności, prócz oryginalnie otrzymanych punktów, przedstawione są rzutowania 
na odpowiednie podpłaszezyzny wykresów.
Poniżej zamieszczony jest szczegółowy opis etapów działania programu,
(a) Pierwszy etap
Losowe generowanie parametrów wejściowych:
Dla każdej n-tej iteracji (n =  1, 2 , . . .  ,N scat) program generuje zbiór 
wejściowych parametrów - elementów macierzy masowej neutrin. Ilość 
iteracji jest kontrolowana przez użytkownika.
Diagonalizacja macierzy masowej neutrin M .v:
Dla każdej losowej macierzy masowej neutrin program wyznacza warto­
ści własne, które utożsamia się z masami neutrin oraz znormalizowane 
wektory własne. Wartości własne służą do wyznaczenia różnic kwa­
dratów mas Am21 oraz A m |2. Elementy znormalizowanych wektorów
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własnych utożsamia się z wartościami modułów macierzy mieszania 
neutrin.
Algorytm programu jest w stanie rozróżnić normalną i odwrotną hie­
rarchię mas.
Porównanie danych z wynikami eksperymentalnymi:
Kryterium służącym do przyjęcia wylosowanej macierzy masowej neu­
trin  jest test y 2 dla uzyskanych wektorów i różnic kwadratów mas. 
Oznaczając przez Xi wyniki losowania, a przez xCent eksperymentalnie 
otrzymane centralne wartości y 2 obliczamy jak zwykle, w sposób:
gdzie, a 2 są niepewnośeiami pomiarowymi na poziomie 3a, zmierzo­
nych eksperymentalnie kwadratów mass oraz wartości modułów macie­
rzy mieszania.
Param etr a  daje użytkownikowi możliwość skalowania założonego błę­
du pomiarowego. Dla a  =  1 test y 2 weryfikuje zgodność losowanych 
punktów dokładnie na poziomie 3a, Przy wartości a > 1 zgodność 
losowanych punktów z danymi eksperymentalnymi badana jest w węż­
szym przedziale.
Zachowywane są zarówno elementy losowanej macierzy masowej neu­
trin, jak  i odpowiadające im numerycznie uzyskane elementy macierzy 
mieszania wraz z odpowiadającymi im masami neutrin.
Celem pierwszego etapu jest uzyskanie wstępnych, losowo rozrzuconych 
punktów, w hiperprzestrzeni o wymiarze zadanym ilością niezerowyeh 
elementów macierzy masowej,
(b) Drugi etap: m etoda A MC
Wczytanie danych wejściowych:
Program odczytuje każdy n-tv (n =  1, 2 , . . . ,  N Scat) zestaw danych Xi, 
wygenerowanych w pierwszym kroku oraz ustawia je jako nowe warto­
ści centralne x <cent.
Następnie dla każdego i-tego kroku (i =  1, 2 , . . . ,  N it) zawężany jest ob­
szar wokół którego losowane będą nowe dozwolone rozwiązania, zgodnie 
z regułą:
gdzie ói jest początkowym zakresem, a £it funkcją zdefiniowaną jako:
(99)
(100)
(101)
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Zarówno stała  liczbowa 0.6 jak  i funkcja 1/it  dobrane są w sposób 
empiryczny.
Analogicznie jak  w pierwszym etapie działania programu, wykonywane 
są kolejno N całc ilość razy obliczenia:
(1) Losowe generowanie parametrów.
(2) Diagonalizacja.
(3) Porównanie z ewidencją eksperymentalną i zapis zgodnych z nią 
wyników.
Wyznaczenie nowych wartości centralnych:
Po każdej iteracji wybierany jest ten zestaw punktów, dla których war­
tość y 2 jest najmniejsza:
A'2 =  E  g .  (102)
i=l
i ustawiany jest jako nowa wartość centralna. x <cent. Należy zauważyć, że 
wraz ze wzrostem it, wartość funkcji £it maleje. Tak więc, wraz ze wzro­
stem it zakres w którym losuje się param etry będzie malał jednocześnie 
wartość centralna będzie przesuwać się do najbardziej prawdopodob­
nej.
W etapie drugim również zachowywane są zarówno elementy macie­
rzy mieszania neutrin jak i opowiadające im wektory własne wraz z 
wartościami własnymi.
Rozważana jest macierz masowa neutrin z rzeczywistymi elementami, tak 
więc, uzyskane w wyniku działania programu wektory własne porównywane 
muszą być z modułami macierzy mieszania uzyskanymi eksperymentalnie. 
Implikuje to fakt niemożności przypisania znaków kątom mieszania.
29
Rysunek 2: Tekstura A l .  Pierwszy (wykres górny) i drugi (wykres dolny) etap 
losowania. Wykresy uzyskane dla N scat =  N caic = N it =  100.
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3.2.2 Krótki przegląd wyników opartych na starych, mniej precy­
zyjnych danych doświadczalnych
Zaprezentowane tu  wyniki analizowane były [91] przy ograniczeniach na 
moduły elementów macierzy mieszania oraz różnicach kwadratów mas pocho­
dzących z pracy [93], a zamieszczonych w Tabeli 6. Zauważyć należy, że w 
pracy tej, mimo braku w tam tym  okresie potwierdzenia eksperymentalnego, 
zakładano górne ograniczenie dla kąta 6\3 różne od zera.
i X i c e n tx i
1 A  m l 2 2.6 • 10~3 io~3
2 A 8.3 • 10-5 io-5
3 |Pel| 0.835 0.045
4 W e 2 \ 0.54 0.07
5 \ U e s \ 0.1 0.1
6 IGnl 0.355 0.165
7 1 G d 0.575 0.155
8 1 G d 0.7 0.12
9 \ U r l \ 0.365 0.165
10 \ U r 2 \ 0.59 0.15
11 \ U r s \ 0.685 0.125
Tabela 6: Dozwolone wartości centralne i błędy na poziomie 3a modułów 
macierzy mieszania \ Uij\ oraz różnic kwadratów mas A m |2, A m ^  pochodzące 
z pracy [93].
Ogólne rozwiązania, czyli takie dla których nie zakładano żadnych zer 
w diagonalizowanej macierzy masowej, przedstawione są na rysunku 3 (na 
stronie 32) dla przykładowej korelacji pomiędzy param etram i a,b,e oraz od­
powiednio d,e,f w macierzy (98). Pozostałe korelacje dla tego przypadku do­
stępne są na stronie internetowej [94]. Można z nich szacować, w jakich prze­
działach znajdą się rozwiązania dla konkretnych tekstur zerowych. Spektrum 
częstotliwości występowania konkretnych elementów macierzy masowej, dla 
rozwiązań ogólnych, prezentują histogramy zamieszczone na rysunku 4 (na 
stronie 33), dla hierarchii normalnej oraz odpowiednio na rysunku 5 (na stro­
nie 33), dla hierarchii odwrotnej. Brak symetryeznośei histogramów wzglę­
dem zera jest efektem związanym z dokładnością obliczeń numerycznych.
Z przeanalizowanych 6-eiu możliwych tekstur zerowych, przy założeniu 
błędu na poziomie 3a (czyli dla a  = 1 )  dozwolone były wszystkie z wyjąt­
kiem jednego przypadku: nie była realizowana tekstura z param etrem  a =  0 
(oznaczana jako A) dla hierarchii odwrotnej. Generalnie, tekstury z elemen- 
a = 0
masowej równych 0, są istotne ponieważ związane są z przekrojem czynnym
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(a) (b)
(e )  ( d )
Rysunek 3: Dozwolone regiony parametrów macierzy masowej neutrin, 
zgodne na poziomie 3a z danymi eksperymentalnymi z pracy [93]. Rysunki 
(a) i (b) dla hierarchii normalnej, (e) i (d) dla hierarchii odwrotnej.
na bezneutrinowy rozpadu P ) poprzez relację:
3
a =  0 ^  aovpg ~  (mee) = Y1 U m  =  0 . (103)
i=1
Efektywny param etr (64) (patrz strona 17), oznaczany dalej jako {mgg0v), 
jest dla takich tekstur równy zero |95|, Wyklucza to istnienie tego rozpadu
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Rysunek 4: Spektrum częstotliwości elementów macierzy masowej neu­
trin: przypadek ogólny, hierarchia normalna.
-0,10 -0,05 0,00 0,05 0,10 -0,14 -0,07 0,00 0,07 0,14 0,21 0,14 -0,07 0,00 0,07 0,14 0,21
0,06 0,12 0,18 0,15 -0,10 -0,05 0,00 0,05 0,10 0,15 0,14 -0,07 0,00 0,07 0,14 0,21
Rysunek 5: Spektrum częstotliwości elementów macierzy masowej neu­
trin: przypadek ogólny, hierarchia odwrotna.
dla hierarchii normalnej poprzez wymianę neutrin Majorany. Ewentualne je­
go wykrycie przy tym schemacie masowym, tłumaczone musiałoby być innym 
mechanizmem. Jednocześnie należy mieć na uwadze, że wartość (m ee) =  0 
nie musi „ad hoc” implikować dla neutrin natury Diraca.
Regiony możliwych rozwiązań dla tekstury A zawarte są na rysunku 6.
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Rysunek 6: Tekstura A: dozwolone wartości parametrów macierzy maso­
wej neutrin. Rysunki (a) i (b) dla a  =  1, (c) i (d) dla a  =  2.
Przedstawione są na nim rozwiązania dla param etru a  = 1  oraz odpowiednio 
a  =  2 a
a = 2
zania położone bliżej wartości centralnych. Manifestuje się to zmniejszeniem 
dozwolonych regionów rozwiązań na wykresach.
Graniczna wartość czynnika a , oznaczana dalej jako a 0, przy której dla pró­
by rzędu 109 losowań, nie ma żadnych pozytywnych rozwiązań dla tekstury 
A wynosi a 0 =  3.32. Taka wartość oznacza, że ewentualne przyszłe, większe 
ograniczenie błędów eksperymentalnych na moduły macierzy mieszania oraz 
różnice kwadratów mas, nie zaowocuje eliminacją tej tekstury. Aby tekstura 
ta  nie była w przyszłości realizowana, zakładając niezmienione wartości cen­
tralne, przyszłe oszacowania błędów musiałyby zmniejszyć się do poziomu 
~  0.9a.
Dystrybucje kątów mieszania Oj dla tekstury A pokazane są na rysunku 7. Z 
histogramu dla sin O\3 można wyczytać, że przy starych param etrach oscyla­
cyjnych, do zrealizowania tej tekstury, preferowany był kąt O\3 bliski zeru, ale 
jednocześnie nie jest wykluczona inna jego wartość. Bezneutrinowy rozpad 
beta jest niezależny od kąta O23 [71, 96] (w parametrze (64) kąt ten nie wy-
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sin 012 sin 023 sin 013
Rysunek 7: Tekstura A: Histogramy kątów obrotów.
stępuje). Znajduje to odzwierciedlenie w histogramach tego kąta dla tekstur 
z elementem a =  0, są one identyczne jak dla tekstury A. Histogramy, jak i 
wykresy z dozwolonymi regionami dla pozostałych tekstur z jednym elemen­
tem zerowym dostępne są na stronie internetowej [94].
Z przebadanych wszystkich 15 możliwych tekstur zerowych II-go typu, 
czyli tych mających dwa niezależne zerowe parametry, procedura AMC po­
twierdziła, dla starych danych oscylacyjnych, realizację dokładnie tych sa­
mych siedmiu tekstur, które przewidziano analitycznie w pracy [70]. Dla hie­
rarchii normalnej realizowane są tekstury A l oraz A2. Tekstury od BI do B4 
realizowane są zarówno dla założonej hierarchii normalnej jak i odwrotnej. 
Tekstura C możliwa jest tylko przy założonej hierarchii odwrotnej. Tutaj, 
podobnie jak dla tekstur z jednym niezależnym param etrem  równym zero, za 
kryterium wykluczenia istnienia realizacji tekstury przyjęto, iż odrzuca się 
wzorzec, jeśli 109 losowań nie daje żadnego pozytywnego wyniku.
TEKSTURA PARAMETRY ZEROWE HIERARCHIA oto
Ai a, b = 0 NORMALNA 2.65
a2 a o II o
Bi c, d = 0 OBIE 1.18
b 2 b , f  = o
B3 b, d  = 0 OBIE 1.25
B4 c j  = 0
C d , f  = 0 ODWROTNA 2.65
Tabela 7: Dozwolone tekstury z dwoma zerami.
O statnia kolumna Tabeli 7 zawiera graniczną wartość param etru a 0l powyżej 
której nie ma już pozytywnych rozwiązań, a więc takich gdy losowana ma­
cierz masowa daje param etry oscylacyjne zgodne z eksperymentem. Tekstury
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realizujące się tylko przy jednym założonym schemacie masowym, czyli A l, 
A2 i C m ają wartość tego param etru wyższą niż tekstury typu B. Oznacza to, 
że w pierwszym etapie losowania procedury AMC, tekstury te, dają  wyniki 
zgodne w znacznie bardziej restrykcyjnym przedziale x (cent ±  ai niż tekstury 
typu B.
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Rysunek 8: Możliwe wartości sinusów kątów mieszania 012, 023, oraz 013 
dla różnych tekstur macierzy masowej neutrin.
Poprzez kąty mieszania 0 wyniki dla tekstur z dwoma zerami zobrazowane 
są na histogramach zawartych na Rysunku 8. Widać wyraźnie, że dla tekstur 
A l oraz A2 preferowany jest kąt 013 różny od zera. Tekstury BI do B4 do­
puszczają wartość tego kąta równą zero, ale najwięcej przypadków mamy dla
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dla tekstury C przypomina rozkład normalny, z wartością centralną bliską 
zeru. Konkluzje te znajdują potwierdzenie w modułach elementów macierzy 
mieszania które w procedurze AMC miały najmniejszą wartość y 2 (Tabela 
8). Wyraźnie widać, że największe względne odejście od startowych wartości 
centralnych dotyczy wartości \Ue3\ =  | s in 013e~lS\. Dla tekstur typu A war­
tość tego modułu wzrosła, podczas gdy dla pozostałych zmalała,
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i Xi rpCenti Ai, A 2 B 1 — B  4 C
1 Am?d2 2.65 • 10~3 2.65 • 10~3 2.55 • 10~3 2.61 • 10~3
2 A m 2l 8.3 • 10~5 8.27 • 10~5 8.35 • 10~5 8.30 • 10~5
3 P e l\ 0.835 0.84 0.84 0.84
4 \Ue2\ 0.54 0.54 0.54 0.54
5 \Uez\ 0.1 0.12 1.9 • 10~3 0.06
6 l ^ l l 0.355 0.41 0.40 0.36
7 1 Uj_i21 0.575 0.56 0.63 0.58
8 \U ,3\ 0.7 0.72 0.66 0.72
9 \Url\ 0.365 0.36 0.36 0.41
10 \Ut2\ 0.59 0.63 0.55 0.59
11 1 u r3\ 0.685 0.68 0.75 0.68
Tabela 8: Zmiana startowej wartości xCent w wyniku działania procedury 
AMC.
Omawiana procedura AMC nie daje pozytywnych wyników dla tekstur z 
ilością niezależnych zerowych parametrów macierzy masowej neutrin więk­
szych lub równych od trzech. Eliminuje to bezwzględnie wszystkie modele 
zakładające zera na diagonalnej w macierzy masowej neutrin,
3.2.3 Analiza obecnych danych doświadczalnych
Dla porównania, obecne wyniki będziemy omawiać w takiej samej kolej­
ności jak  w poprzednim podrozdziale. Zamieszczone rezultaty dla bieżących 
danych oscylacyjnych neutrin są nowe i nie były dotąd publikowane.
Analizy dokonujemy przy danych doświadczalnych wziętych z pracy [30], 
Nowsza praca tych samych Autorów [97] nie zmienia w żaden sposób wy­
ników, Tabela 9 podsumowuje param etry oscylacyjne dla na modułów ele­
mentów macierzy mieszania wraz z błędami na poziomie 3a. Zamieszczone 
są w niej również, przy tym samym poziomie błędów, oszacowania różnie 
kwadratów mas neutrin. Obszary rozwiązań ogólnych (Rys, 9 na stronie 39), 
dopuszczających wszystkie elementy macierzy masowej neutrin różne od ze­
ra, różnią się nieznacznie od analogicznych prezentowanych w podrozdziale
3,2,2 (porównaj z Rys, 3 na stronie 32), zarówno dla schematu normalnego 
jak i odwrotnego. Wzajemne odstępstwa są większe bliżej granie uzyskanych 
regionów rozwiązań. K ształty dla bieżących danych wydają się być mniej re­
gularne.
Analogia ta  znajduje również potwierdzenie w histogramach. Aktualne histo­
gramy dla obu schematów masowych umieszczone są na Rysunkach: 10 na
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i Xi ^cent x i
1 A to32 2.43 • 10- 3 i o - 3
2 A  m \ x 7.54 • 10- 5 i o - 5
3 Wel\ 0.822 0.04
4 \Ue2\ 0.54 0.05
5 \Ue3\ 0.155 0.15
6 IR .ll 0.355 0.135
7 I R d 0.704 0.13
8 I R d 0.614 0.11
9 Wrl\ 0.443 0.172
10 Wr2\ 0.452 0.15
11 \Ur3\ 0.774 0.113
Tabela 9: Dozwolone wartości centralne i błędy na poziomie 3a modułów 
macierzy mieszania ¡U j | oraz różnic kwadratów mas A m |2, A m ^  obliczone 
na podstawie pracy [30].
stronie 40 dla hierarchii normalnej i 11 na stronie 40 dla hierarchii odwrotnej. 
Dla hierarchii normalnej zarówno dla starszych jak i nowych danych, różne 
od zera param etry macierzy masowej neutrin to e oraz f  (porównaj Rysunek 
4, na stronie 33 z Rysunkiem 10 na stronie 40), natom iast dla hierarchii od­
wrotnej to: a ,b  oraz c (porównaj Rysunek 5 na stronie 33 z Rysunkiem 11 
na stronie 40),
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(c) (d)
Rysunek 9: Dozwolone, regiony parametrów macierzy masowej neutrin, po­
zostających w zgodzie z aktualnymi danymi eksperymentalnymi na poziomie 
3a. Rysunki (a) i (b) dla hierarchii normalnej. Odpowiednio Rysunki (c) i 
(d) dla hierarchii odwrotnej.
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Rysunek 10: Spektrum, częstotliwości elementów macierzy masowej neu­
trin dla bieżących danych oscylacyjnych: przypadek ogólny, hierarchia 
normalna.
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Rysunek 11: Spektrum częstotliwości elementów macierzy masowej neu­
trin dla bieżących danych oscylacyjnych: przypadek ogólny, hierarchia od­
wrotna.
Wniosek stwierdzający brak istnienia tekstury z jednym niezależnym pa­
ram etrem  a =  0 dla hierarchii odwrotnej, przy nowych danych, utrzymany 
jest w mocy. Pozostałe tekstury z jednym zerem są w dalszym ciągu możliwe.
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Podobnie jak dla starszych danych, ze względu na bezpośrednią korelację 
z bezneutrinowym rozpadem beta warto spośród tekstur z jednym zerem, wy­
szczególnić teksturę A - z  elementem a =  0. Podobnie jak dla nieaktualnych 
już parametrów oscylacyjnych, tekstura ta  realizowana jest tylko i wyłącznie 
dla hierarchii normalnej. Utrzymany jest w mocy wniosek o nierealizowaniu 
bezneutrinowego rozpadu beta dla hierarchii normalnej. W wynikach opar­
tych na starszych, nieaktualnych już danych wartość param etru a 0 dla tej 
tekstury wynosiła 3.32. Dla aktualnych danych eksperymentalnych a 0 zma­
lało do 2.23.
Informacja o kątach mieszania dla tej tekstury odczytana z histogramów 
(Rysunek 12) wyraźnie wskazuje różny od zera kąt 013. Rozpatrując ten kąt, 
można stwierdzić, że odróżnia to istotnie uzyskane dane, od tych uzyskanych 
przy obowiązywaniu starych danych oscylacyjnych (patrz Rysunek 7 na stro­
nie 35). Dla dwóch pozostałych kątów histogramy dla starszych i aktualnych 
danych eksperymentalnych są porównywalne. Najczęściej występująca war­
tość kąta 013 zbliżona jest do wartości obecnie mierzonej. Efektu tego można 
było się spodziewać.
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Rysunek 12: Tekstura A: Histogramy kątów obrotów, dla bieżących danych 
oscylacyjnych.
Sytuacja dla tekstur zerowych Ii-go typu - mających dwa niezależne pa­
ram etry zerowe - jest różna dla nowych danych oscylacyjnych. Po ponownym 
przebadaniu wszystkich możliwych kombinacji okazuje się, że spośród po­
przednio możliwych 7 tekstur z dwoma zerami aktualne pozostaje jedynie 
5. Z listy możliwych realizacji definitywnie odrzucone są tekstury B2 i B4. 
Dodatkowo okazuje się, że poprzednio dopuszczana realizacja tekstury BI 
oraz B3 przy odwrotnym schemacie masowym nie ma obecnie miejsca. Pełna 
lista realizowanych tekstur z dwoma zerami zaprezentowana jest w Tabeli 10. 
Faworyzowana jest realizacja schematu z normalną hierarchią mas. Jedynie
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T E K ST U R A PARAM ETRY ZEROW E HIERARCHIA «0
A i a, b =  0 NORM ALNA 3.54
A 2 a, c =  0 NORM ALNA 2.89
B i c , d =  0 NORM A LNA 1.08
B 3 6, d =  0 NORM ALNA 1.12
c d, f  =  0 O D W R O TN A 1.41
Tabela 10: Dozwolone tekstury z dwoma zerami.
tekstura C, tak jak  przy poprzednich danych, ciągle możliwa jest przy od­
wrotnej hierarchii mas (patrz Tabela 7 na stronie 35),
Tekstura A l oraz tek tura A2 charakteryzują się wyższymi od pozostałych 
wartościami param etru a 0 (ostatnia kolumna w Tabeli 10), Jednocześnie 
wartości te są wyższe niż analogiczne uzyskane dla tych tekstur przy nie- 
obowiązujących już danych oscylacyjnych. Pozostałe tekstury m ają wartości 
tego param etru mniejsze od szacowanych dla starszych danych oscylacyj­
nych, Dla tekstury BI aktualnie szacowana wartość a 0 jest najniższa, bliska 
jedności. Może to wskazywać, że w przyszłości, przy dokładniejszych danych 
oscylacyjnych, tekstura ta  będzie wykluczona. Dla tekstury B3, a 0 wynosi 
dla obecnych danych 1,12, Dla nieaktualnych danych wartość ta  wynosiła 
1.25. Dla tekstury C a 0 zmalało od wartości 2.65, wyznaczonej dla starych 
danych oscylacyjnych, do wartości 1.41, szacowanej dla nowych danych eks­
perymentalnych.
Dystrybucje uzyskanych kątów mieszania dla tekstur z dwoma zerami za­
mieszczone są na Rysunku 13 (na stronie 43), Tabela 11 (na stronie 43) 
zawiera informację o wartościach modułów macierzy mieszania oraz różni­
cach kwadratów mas przy najmniejszej wartości y 2 uzyskanej m etodą AMC 
w konfrontacji z wartościami początkowymi.
Istotną informacją jest to, że nie uzyskano żadnych innych rozwiązań. Ka­
talog możliwych realizacji tekstur Ii-go typu jest tylko i wyłącznie zawężony. 
Podobnie nie ma żadnych możliwych rozwiązań dla ilości niezależnych zer 
macierzy masowej równej lub większej od trzech.
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sin 0\2 sin 023 sin 013
Rysunek 13: Pierwszy wiersz histogramy dla tekstur A l  i A2, w drugi 
wiersz dla tekstur B I  oraz B3, w trzecim, dla tekstury C.
i X i ,r .c e n ti A  i ,  A  2 B \  B ą C
1 A m ‘i 2 2.43 • 10~d 2.65- 10~'d 2.55 • 10~d 2.61 • 10“ 3
2 £<1 7.54- 10“ 5 8.27- 10“ 5 8.35-lO“ 5 8.30- 10“ 5
3 |C7el| 0.822 0.828 0.821 0.827
4 | Ue2 | 0.54 0.527 0.496 0.557
5 |C7e3| 0.155 0.186 0.277 0.068
6 \u,n\ 0.355 0.31 0.318 0.462
7 1 R/Li 2 1 0.704 0.713 0.805 0.607
8 I M 0.614 0.626 0.498 0.645
9 W r l \ 0.443 0.464 0.472 0.318
10 \uT2\ 0.452 0.460 0.321 0.565
11 \U r s \ 0.774 0.756 0.820 0.760
Tabela 11: Zmiana wartości centralnej x cent w wyniku działania procedury 
AMC.
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3.3 Fenomenologiczna rekonstrukcja macierzy masowej 
leptonów w funkcji masy najlżejszego neutrina
Rekonstrukcja macierzy masowej neutrin w funkcji najlżejszego neutrina 
jest przykładem metody „bottom-up”, Jest to m etoda która zakłada syme­
tryczną, zespoloną macierz masową w postaci:
która jawnie zależy od 6-eiu modułów oraz 6-eiu faz.
Korzystając z odwrotnej, w sensie macierzowym, relacji do równania (48) 
(strona 12):
można wyrazić wszystkie elementy: zarówno moduły jak  i fazy, macierzy 
(104) jako funkcję:
Dostaje się w ten sposób odpowiedniość pomiędzy wszystkimi 12 elementami 
macierzy mieszania i macierzy masowej.
Funkcja f ik bezpośrednio zależy zarówno od fazy Diraca 5 jak i faz Majorany 
a i , a 2 oraz trzech faz niefizyeznyeh 3 1 , 32, 33. Faza Diraca i fazy M ajorany są 
mierzalne, Z eksperymentów oscylacyjnych posiadamy już pewne informacje 
5
16, Brak jest jednak jakichkolwiek informacji doświadczalnych o fazach Ma­
jorany,
M etoda omawia w tej części bazować będzie na wyborze, przy odpowiednio 
dużej statystyce, minimalnej i maksymalnej wartości funkcji f ik. Z założe­
nia, prezentowana w tym podrozdziale metoda, jest szersza niż m etoda „top- 
down” prezentowana wcześniej, ponieważ jest bogatsza o dyskusję wszystkich 
faz.
Jej celem jest uzyskanie zależności każdego modułu oraz powiązanej z nią 
fazy, macierzy (104) w funkcji najlżejszej masy neutrina.
Aby uzyskać informację o zachowaniu funkcji f ik postępowano w następujący 
sposób:
(a) Dla ustalonej hierarchii, masy cięższych neutrin, wyrażamy przez masę 
najlżejszego. Dla hierarchii normalnej, najmniejsza masa to m 1; zatem:
(104)
U ^ m diag U (105)
)ik =  fik (0i2,0i3,923, m i , m 2,m 3 ,5 ,a i ,a 2,3 i,3 2 ,3 s) • (106)
(107)
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(108)
Natomiast dla odwrotnej najmniejsza z mas to m 3, zatem:
(109)
(110 )
(b) Ustalając masę najmniejszego neutrina, pozostałe param etry losujemy, 
każdy w zakresie wartości dozwolonych błędami doświadczalnymi,
(e) Przy odpowiednio dużej próbie losowej wybieramy wartość najmniejszą 
oraz największą funkcji f ik, a więc możliwy zakres modułów i faz w 
macierzy masowej neutrin.
Tak dobra metodologia pozwala uzyskać nie tylko wykresy, z których można 
odczytać regiony utożsamiane z zerami macierzy masowej, ale również badać 
wpływ poszczególnych faz na przebieg zależności f ik. Koncepcja ta  zapropo­
nowana została w pracy [51],
W pracy przyjęto, że przedział masy najlżejszego neutrina zawiera się w za­
kresie m  ~  0.0001 — 1 eV, Przyjmuje się wartość funkcji f ik za zero gdy 
spełniony jest warunek f ik < 10~6,
Ustalając, że param etry oscylacyjne: 012,023,613, a także różnice kwadratów 
mas Am21; A m ^ , losowane są w zakresie swoich błędów na poziomie 1a, 
wszystkie elementy macierzy masowej przeanalizowane zostały przy trzech 
różnych kombinacjach parametrów wejściowych:
(a) Faza Diraca 4, zmieniająca się w zakresie od 0 — 2n.
Fazy M ajorany a 1 , a 2, ustalone, równe zero.
Obszar powstały na wykresie pomiędzy minimalną oraz maksymalną 
wartością funkcji przy tak dobranych param etrach jest zakreskowany 
na niebiesko,
(b) Faza Diraca 4, zmienia się w zakresie 0 — 2n,
Fazy M ajorany a 1 , a 2, ustalone równe n /4 .
Obszar powstały na wykresie pomiędzy minimalną oraz maksymalną 
wartością funkcji przy tak dobranych param etrach jest zakreskowany 
na czerwono,
(c) Faza Diraca 4 oraz fazy M ajorany a ^  a 2, zmieniająca się w zakresie od
Obszar powstały na wykresie pomiędzy minimalną oraz maksymalną 
wartością funkcji przy tak dobranych param etrach jest zaciemniony na 
szaro.
0 - 2 n .
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Dodatkowo przeanalizowany był czwarty zestaw danych analogiczny do oma­
wianego w punkcie (c) ale przy założeniu, że param etry oscylacyjne: 012, 623,913, 
a także różnice kwadratów mas A m ^ , Amtu, losowane są w zakresie swoich 
błędów na poziomie 3a. Odpowiadający tej konfiguracji parametrów obszar 
powstały na wykresie pomiędzy minimalną oraz maksymalną wartością funk­
cji jest równy obszarowi szaremu przedłużonemu o obszar zakreskowany na 
szaro.
Uzyskane wykresy zebrane są na Rysunkach od 14 do 19,
Jednoznacznie można stwierdzić, że na poziomie 1a zabronione są dwie tek­
stury zerowe. Dla param etru M 11 (Rysunek 14, obszar jednolicie szary) przy 
hierarchii odwrotnej oraz dla param etru M 33 (Rysunek 19, obszar jednolicie 
szary) dla hierarchii normalnej. Param etry te w języku metody „top-down” 
to a oraz f.
Na poziomie 3a zabroniona jest już tylko jedna tekstura, związana z elemen­
tem M n ,  przy hierarchii odwrotnej. Dla elementu M 33 zwiększenie poziomu 
ufności błędów skutkuje obniżeniem minimów funkcji f  do wartości które 
zgodnie z kryterium przyjmuje się jako zero. Uwidocznione jest to na rysun­
ku 19 jako przedłużenie jednolicie szarego obszaru o obszar zakreskowany 
tym kolorem.
Kolorem niebieskim zakreskowany jest wpływ fazy Diraca dla każdego z ele­
mentów, Nie należy naiwnie odczytywać tego obszaru tak jakby rozgraniczał 
on cząstki Diraca od Majorany, Dla cząstek M ajorany faza 5 może być też 
różna od zera. Jest to ilustracja wkładu tej fazy w cały moduł elementu ma­
cierzowego.
Moduły te mogą w ogólności zmieniać się w całym zakresie szarego pola dla 
błędów na poziomie 1a, Dla błędów na poziomie 3a przebieg minimów funk-
f
nie są istotne dla obecnych rozważań dlatego nie są one uwidocznione na 
rysunkach.
Przy rozpatrywaniu modułów \ M ik\ fazy niehzyezne nie m ają znaczenia. Wy­
nika to z faktu, że elementy ( M ik) zależą od tych faz w sposób:
zatem moduły macierzy masowej są od tych faz niezależne. Istotnym  wnio­
skiem płynącym z analizy uzyskanych wyników jest to, że dla ustalonych war­
tości faz M ajorany moduły macierzy masowej nie muszą, mimo zmienności
f
(111)
(112)
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reprezentowane jest to przez obszary zakreskowane na czerwono. Innymi sło­
wy, natura  M ajorany neutrin nie jest warunkiem wystarczającym istnienia 
tekstur zerowych, Tylko w pewnym zakresie faz M ajorany moduły elemen­
tów macierzowych mogą być równe zero.
Istnieje wiele prac [71, 98] w których autorzy kreślą zależności modułów 
macierzy masowej od najlżejszego neutrina, w tych analizach fazy łam ania 
symetrii CP nie są brane pod uwagę. Wpływ faz M ajorany i udział faz Diraca 
w tych zależnościach, są tu  prezentowane po raz pierwszy.
Fazy elementów macierzy masowej neutrin . . .  , $ 6) (104) nie podlegają 
pomiarowi, a więc nie są przedmiotem analizy.
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m  [eV]
Rysunek 14: Zależność modułu macierzy masowej neutrin \M u \  od masy 
najlżejszego neutrina. Na szaro zaznaczony obszar w którym faza Diraca i
1a
3a
w którym fazy Maj orany wynoszą zero. Na czerwono zaznaczony jest obszar 
w którym faza Diraca jest dowolna a fazy Majorany ustalone (n/4).
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m1 [eV]
m3 [eV]
Rysunek 15: Zależność modułu macierzy masowej neutrin \ M i2\ od masy
najlżejszego neutrina. Dalszy opis jak  na Rys. (14).
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m1 [eV]
m3 [eV]
Rysunek 16: Zależność modułu macierzy masowej neutrin \M  13\ od masy
najlżejszego neutrina. Dalszy opis jak  na Rys. (14).
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Rysunek 17: Zależność modułu macierzy masowej neutrin \ M 22\ od masy
najlżejszego neutrina. Dalszy opis jak  na Rys. (14).
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Rysunek 18: Zależność modułu macierzy masowej neutrin \ M 23\ od masy
najlżejszego neutrina. Dalszy opis jak  na Rys. (14).
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Rysunek 19: Zależność modułu macierzy masowej neutrin  |M 33| od masy
najlżejszego neutrina. Dalszy opis jak  na Rys. (14).
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4 Nieabelowe dyskretne grupy sym etrii m acie­
rzy masowej leptonów
W  poprzednim rozdziale rozpatrywane były pewne własności macierzy 
masowej neutrin, polegające na przyjęciu założenia o zerowaniu się jej ele­
mentów, Zawsze taką własność macierzy masowych można wyjaśnić istnie­
niem pewnych skończonych symetrii abelowych.
Inna próba wyjaśnienia mieszania PMNS polega na przyjęciu relacji po­
między elementami macierzy masowej wynikających z istnienia symetrii 
nieabelowej. Próbujemy znaleźć taką transformację pomiędzy rodzinami neu­
trin  i leptonów naładowanych, które dadzą zgodne z eksperymentem, relacje 
pomiędzy elementami macierzy masowej.
Prezentowana w tym rozdziale dyskusja ma charakter opisowy [99, 100], 
nie dysponujemy na razie własnymi wynikami numerycznymi,
4.1 Symetrie nieabelowe w Modelu Standardowym i je­
go rozszerzeniach
W  Modelu Standardowym opartym o symetrię cechowania opisaną gru­
pą SU l (2) ® UY (1) ehiralne lewe stany cząstek transform ują się względem 
reprezentacji dwuwymiarowej, tworząc dublety:
Lagranżjan Yukawy w poszerzonym MS, w którym neutrina posiadają masę 
ma postać:
(113)
natom iast stany prawe są singletami grupy cechowania:
uaR j daRj vaRj l aR • (114)
(115)
gdzie, $  jest dubletem Higgsa:
(116)
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h ^ p , hda p, hla,p, hvap  są macierzami Yukawy. 
Po spontanicznym złamaniu symetrii:
(117)
otrzymujemy cztery macierze masowe dla kwarków i leptonów
dające Lagranżjan masowy postaci:
L1mass
(119)
+  laL M la^lpR +  vaL UpR
W  ogólności macierze (118) są macierzami zespolonymi o wymiarze 3, Dla 
neutrin M ajorany są zespolonymi macierzami symetrycznymi. Dokładna dys­
kusja macierzy masowej neutrin jest przedmiotem pierwszego rozdziału pra­
cy.
Założyliśmy, że neutrina m ają naturę Diraca, Dla neutrin M ajorany musimy 
przyjąć:
Podobnie, gdy istnieją neutrina sterylne, postać (119) dla lekkich neutrin nie 
ulega zmianie, natomiast:
Symetrie pomiędzy elementami macierzy leptonów możemy rozważać w MS 
a także w jego rozszerzeniach. Wychodząc poza MS, można rozważać więcej 
multipletów Higgsa, na przykład:
• N S singletów: Hm, m  = 1, 2, . . . , N S,
(120)
M v ML -  M D M - 1 MD . (121)
• Nd dubletów: i = 1, 2 , . . . ,  N d, gdzie: $
• Nt trypletów: A n, n = 1, 2 , . . . ,  Nt , gdzie: A n
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Jak zobaczymy takie rozszerzenia będą konieczne. Niektóre pola Higgsa po­
jaw iają się jako pola flawonowe, W najogólniejszej sytuacji mechanizm nada­
wania masy dopuszcza sprzężenie z różnymi polami Higgsa,
Oznaczmy dowolne z wymienionych pól fermionowyeh jako:
^a  =  [ Q a ^ b  UaR, d aR; LaLlub laRi vaR} (122)
Załóżmy, że istnieje skończona rodzinna symetria G według której transfor­
mują się zarówno pola reprezentowane przez dublety jak  i pola reprezen­
towane przez singlety. Niech dla każdego z pól ^ a istnieją trójwymiarowe 
macierze reprezentacji P  grupv G oznaczone jako A oraz odpowiednio wv-
G
np, dla dubletów jako A
G
trin. Symetria ta  dla innych pól, realizowana jest analogicznie, W  Modelu 
Standardowym względem zakładanej symetrii, człon Yukawy:
L Y E
a,f3=e, ,^r
hvua,p (123)
musi być niezmienniczy. Powyższy Lagranżjan zapisany jest dla jednego pola 
Higgsa,W sytuacji ogólnej przyjmuje on formę (gdy mamy na przykład N d 
dubletów Higgsa):
Nd
LY -  E  Y j L aL (K)a,0 « i v/3R
a,0=e,^,r i=1
(124)
Zakładamy, że pola w Lagranżjanach (123) i (124) transform ują się w sposób:
L aL E  (Ap)axL xR
a=e,^,r
dla dubletów, dla singletów:
=  E  (AP ^ V$R
oraz dla pól Higgsa:
a=e,^,r
Nd
«•i =  £ (A * ) ik L k .
(125)
(126)
(127)
k=l
Po takiej transformacji pól Lagranżjan (124) przyjmuje postać:
Nd r - Nd _ __
L Y =  ^ E  [(AL*)a,XL xL (K )a , ^ E  \(At)i ,k«k (AP)P,ÓVÓR
i=l i=l
Nd
=  ^ E  L xL(hk)XĆ«kVSR ,
k=l
(128)
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Przyjmujemy w dalszym ciągu konwencję, iż nie piszemy jawnie sum po za­
pachu, czyli:
B a = A aBa ■ (129)
a
Param etry Yukawy (hvk)Xjs (Rów, (128)) po transformacji wyrażają się w 
sposób:
Nd
(hk )xd = Y . ( Ai ' ) x  A h  )a d  (A?)i,k (A;  w  =
Ni (130)
= Y . ( ( A i ‘' K  A; )) y t (A* )i,k .
i=1 x’
Dokonanie transformacji pól (125) - (127) nie zmienia całego Lagranżjanu
naszego modelu oddziaływań elektrosłabych. Interesuje nas symetria macie­
rzy masowych wynikających z oddziaływań Yukawy, tak  więc zakładamy, że: 
(123) oraz (128) są równe:
L y  = L'y . (131)
Stąd otrzymamy równość macierzy Yukawy przed i po transformacji:
(hk)xć = (hk)xć ■ (132)
Tak więc:
Nd
£  ( A L ( K ) ( A * X k A ^ xS = (hk)xx , (133)
i=1
i podobnie dla leptonów naładowanych:
Nd
'(■AŁt(h‘) ( ' W .  r ) x i£  (ALt A*)i’k.Ą )  = (hk)x,s ■ (134)
i=1
Przyjmując, że każde pole Higgsa jest użyte do spontanicznego złamania 
symetrii, macierz masowa ma postać:
• przed transform acją symetrii:
i Nd
(M l')a/3 = -7 = Y ^ v i (hvi )af} , (135)
V 2 i=i
i Nd
N n  = y s  E S . W W -  (136)
V2 i=i
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Potencjał Higgsa V ($) jest symetryczny:
V ($ ')  =  V № ) ,  (137)
a więc jego minimum przed i po transformacji poi ^  jest w tym samym 
punkcie, stąd:
Vi =  Vi (138)
i biorąc pod uwagę równanie (132) otrzymujemy symetryezność macierzy 
masowej:
M 'v =  M v . (139)
W ogólnym przypadku mamy więc (patrz równanie (130)):
M 'v =  A ^ M UA p , (140)
gdzie:
i Nd
M" =  T i E  • (1 « )
V 2 i,k=1
jest różne od macierzy masowej przed transformacją
i Nd
k " 1 =  M “ ■ (H2)
2 k=1
W ogólności równość zachodzi tylko w przypadku, gdy N d = 1 ,  wtedy
(A |)ik =  5ik , (143)
i mamy:
M v =  M v . (144)
Jak zobaczymy za chwilę rozróżnienie jest bardzo ważne, W przypadku jednej 
cząstki Higgsa mamy bowiem:
M 'v =  M v =  A l ^M vAp . (145)
Wszystkie powyższe rozważania możemy powtórzyć dla leptonów naładowa­
nych, Z relacji (134) otrzymamy:
M a =  A ^ M lA lp , (146)
gdzie
1 Nd
M ' = — m £  n H ( A f a ,  . (147)
2 i,k=1
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a więc także w ogólności:
M l =  M l . (148)
Równość mamy dla jednej cząstki Higgsa jak  w MS i wtedy:
M 'l =  M l =  A L M lA lp . (149)
W  dalszym ciągu, dalej w ramach MS, mając relacje (146) oraz (149) będzie­
my rozpatrywać hermitowskie macierze:
M  lM lt ora z M v M vt . (150)
Dla nich mamy bowiem:
M lM lt =  A L  M l A lp Apt M ltA ^  =  A ^ (M l M lt )A L (151)
i podobnie:
M vM vt =  A ^ t (M vM vt A  . (152)
Z relacji tych wynika, że zarówno macierz M LM Lt jak i M vM vt kom utują z 
unitarnymi macierzami reprezentacji grupy symetrii Q:
[MLM Lt ,AL] =  0, [MvM vt, AL] =  0 . (153)
Te unitarne kwadraty macierzy masowych m ają po diagonalizacji na prze­
kątnej, odpowiednio kwadraty mas leptonów naładowanych i neutrin jako 
wartości własne:
U LM lUlR =  (M l)dmg, ULt M vUR =  (M v)dmg . (154)
(UR =  UL* dla neutrin Maj orany)
Wiemy, że są trzy różne masy leptonów naładowanych i trzy różne masy
neutrin, a więc macierze masowe nie są zdegenerowane. Wiemy też, że ma­
cierze komutujące m ają wspólne wektory własne. Tak więc z (153) wynika, 
że macierze:
M l M lt, M v M vt ora z A L , (155)
m ają wspólne wektory własne. Jeżeli poza tym macierze są niezdegenero- 
wane, to te wspólne wektory własne, które z założenia są unormowane, są 
określone z dokładnością do faz.
Interesują nas macierze diagonalizująee M lt ora z M v t , z nich bowiem zbu­
dowana jest macierz PMNS, Mamy więc:
M lM lt UlLtMlUlRUlR M ltUlL =  UlLt(MlM lt)Ul =  (M l)2diag , (156)
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M vM v1 ^  U R}m vURURM^UR  =  UR}(MVM v1 )UV =  (M v)2diag . (157)
Wiemy, też że unitarne macierze diagonalizująee, a więc UlL oraz UR są zbu­
dowane z unormowanych wektorów własnych odpowiednio macierzy M lM L 
oraz M vM v\  co widać z relacji (na przykład dla leptonów naładowanych):
M M li)U‘L =  UL(M‘)diag . (158)
Bardziej precyzyjnie kolumny macierzy UlL to, z dokładnością do fazy, są 
wektorami własnymi macierzy M lM l b
Z dyskusji powyższej (patrz (155)) wiemy, że macierze M lM L oraz M vM v  
m ają wspólne wektory własne, a wice także macierze UlL oraz UL z dokład­
nością do fazy, m ają takie same kolumny , czyli w ogólności:
UL =  ULF  , (159)
gdzie:
F  =  diag(eim ,e in2 ,e im) . (160)
Stąd wynika, że w macierz mieszania PMNS w prądzie naładowanym:
U pm ns  =  UlL UL =  UlL ULF  =  F  , (161)
jest diagonalną macierzą trzech faz, eo jak wiemy nie jest zgodne z danymi 
eksperymentalnymi (patrz rozdział 2), Jak zobaczymy za chwilę, aby otrzy­
mać w MS akceptowalną macierz mieszania UPMNS, symetria rodzinna musi 
być złamana.
W  przypadku większej liczby cząstek Higgsa sytuacja taka nie ma miejsca, 
z równań (140) (146) mamy bowiem:
M lM L =  A L (M lMIl^)AIL i M lM l1 =  M lM L , (162)
i podobnie:
M v M v  =  AL (M v M v 1 )A^  i M v M v 1 =  M v M v1 . (163)
Relacja komutacji (153) nie ma miejsca, a więc nie ma związku pomiędzy 
wektorami własnymi macierzy M l M  ^  ora z M v M  vb W takim  razie kolumny 
macierzy diaginalizująeyeh UlL oraz UL (patrz (156) i (157)), za każdym razem 
równe wektorom własnym M l M  l  ora z M v M  v\  nie są ze sobą powiązane 
i relacje (159) oraz (161) nie m ają miejsca. Aby więc otrzymać różną od 
diagonalnej macierz PMNS nie musimy łamać symetrii rodzinnej Q.
60
W  przypadku Modelu Standardowego aby otrzymać Up m n s  =  F  musi­
my założyć, że lewe pola leptonów naładowanych lL i neutrin vL muszą się 
transformować w różny sposób, a więc nie może być wspólnej transformacji 
dla dubletów:
Takiego złam ania symetrii nie możemy zakładać na początku, gdyż Lagranż- 
jan  MS nie byłby niezmienniczy, a to był nasz wyjściowy warunek. Złama­
nie symetrii rodzinnej może być spontaniczne. Grupa symetrii rodzinnej nie 
powinna być ciągła. Wiemy bowiem, że złamanie globalnej ciągłej syme­
trii powoduje pojawienie się bezmasowyeh cząstek Goldstona, a tego chcemy 
uniknąć. Zakłada się więc, że grupa symetrii jest dyskretna,
W prezentowanej w pracy literaturze dyskutowane są dwa sposoby łam a­
nia symetrii rodzinnej, Obie klasy modeli zakładają, że globalna symetria 
rodzinna, po spontanicznym złamaniu manifestuje się poprzez „szczątkowe” 
pozostałości zakładanej symetrii.
Modele funkcjonujące w żargonie jako „proste” zakładają, że po złamaniu 
globalnej symetrii rodzinnej pojawiają się dwie różne jej podgrupy:
Jedna z nich kojarzona jest z leptonami naładowanymi (najczęściej oznacza­
na jako F) natom iast druga z neutrinam i (najczęściej oznaczana jako G), 
Leptonowa macierz mieszania wyznaczana jest jednoznacznie z symetrii. Po­
dejście to bazuje na założeniu, że grupa symetrii Kleina Z 2 x Z 2 macierzy 
masowej neutrin jest identyfikowana z podgrupami globalnej symetrii Q. Naj­
częściej do zrealizowania tej klasy modeli wymagane jest rozszerzenie sektora 
Higgsa, ale nie jest to warunek konieczny [60],
Dla klas modeli określane jako „złożone” symetria Kleina macierzy maso­
wej neutrin nie jest identyfikowana z żadną z podgrup globalnej symetrii G■ 
G F
Jako naturalne przyjmuje się, że grupa G jest podgrupą S U (3) [101],
G
wszystkie grupy do rzędu 511 [102], W ocenie autora rozprawy prezentuje 
ona najlepsze, bo pozwalające porównać założenia teoretyczne z ewidencją 
eksperymentalną, kryterium istnienia globalnej symetrii. Jest to praca, która 
opiera się na metodzie „direet” i bazuje na twierdzeniu, że każdy proces mie­
szania prowadzi do symetrii Z 2 x Z 2 w macierzy masowej neutrin M ajorany i
(164)
i zamiast tego powinno być:
vL ^  A f vL oraz lL ^  A f lL z A f  =  A f  . (165)
G ^ { G , F  }. (166)
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symetrii Z 3 w macierzy masowej leptonów naładowanych, „Szczątkowe” grupy 
G oraz F  są iloczynami półprostymi globalnej symetrii G, co jest kluczowe dla 
modelowania macierzy mieszania leptonów i neutrin, W szczególności oznacza 
to, że nie można zdiagonalizować równocześnie w tym iloczynie półprostym 
wszystkich generatorów grup Z 3 i Z 2. Każda z tych grup osobno, oczywi­
ście, może być zaprezentowana przez diagonalne macierze 3-wymiarowe. To 
odstępstwo od współdiagonalizacji w iloczynie półprostym jest równocze­
śnie źródłem nietrywialnośei macierzy mieszania. Wielkością kodująca ten
G
G
bezpośrednio porównywany z odpowiednimi kolumnami macierzy I’M X S za 
pośrednictwem testów statystycznych.
Ponieważ próby powiązania mieszania z nieabelową symetrią rodzinną nie 
dają rezultatu, w literaturze m, in, postuluje się dokładniejsze przebadanie 
tekstur zerowych i kryjących się za nimi symetrii abelowyeh. Jednocześnie 
wskazuje się na potrzebę uzyskania dokładnych danych eksperymentalnych 
pochodzących z eksperymentów oscylacyjnych neutrin, Z fenomenologicznego 
punktu widzenia „ratunkiem” dla koncepcji istnienia rodzinnych symetrii nie- 
abelowyeh jest włączenie w sposób dający możliwość weryfikacji z doświad­
czeniem takich koncepcji jak: rozpatrzenie modeli zakładających sprzężenie 
z inną niż w MS cząstką Higgsa a także rozszerzenie rozważań o neutrina 
sterylne, zarówno przy założeniu obowiązywania MS oraz jego rozszerzeń. 
Jest to przedmiotem bieżącej pracy autora,
4.2 Związek między wyborem bazy dla leptonów nała­
dowanych a symetrią rodzinną
Najczęściej wszystkie rozważania dotyczące symetrii horyzontalnej prze­
prowadza się w bazie w której fermiony dolne a więc kwarki d i naładowane 
leptony, są fizyczne, a więc m ają określoną masę.
Rozważmy tę kwestię i zobaczmy jakie zmiany są konieczne i czy symetria 
rodzinna w bazie fizycznej jest inna w porównaniu z bazą masową. Tak jak 
poprzednio wprowadźmy wektory zbudowane ze stanów zapachowych. Dla 
leptonów naładowanych:
(167)
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/ VeL\ ( VeR '
oraz dla neutrin:
v r  \ , (168)
W TRJ
Nl =  VuL | , Nr =
\ VTL/
Macierze masowe w wyjściowych stanach zapachowych są określone następu­
jąco:
L mass =  - L  LaM aft L R/3 +  h -c■ , (169)
oraz:
Krmss =  - N LaM af3N Rp +  h c  . (170)
Po transformacji unitarnej (gdzie stany fizyczne oznaczamy indeksem „i”)
3 3
L La ^  E (u L  ) aiL Li, L Ra (Ur)«Lr  , (171)
i=1 i=1
otrzymamy Lagranżjan masowy:
3
L mass =  —L Li(UL)iaM af3 (UR )$k L Rk +  h .c  =  — E  m iL Li L Ri +  h .c  (172)
i=1
podobnie dla neutrin:
L'ma„ =  -NL<(UL,s) a MVß(UR)ßkN Rk +  h .c  =  -  £  m ’’N u N r,  +  h.c. (173)
i=1
Niech:
(ULU = Sai = Saß , (174)
gdzie tym razem stan masowy „i” oznaczyliśmy przez „ß”, aby podkreślić, że 
w tym wypadku stan masowy jest tożsamy ze stanem zapachowym. 
Dokonajmy na wszystkich stanach zapachowych identycznej transformacji:
L l ^  S L l , L r  ^  S L r , (175)
N l ^  S N l , N r ^  S N r , (176)
Z symetrii Lorentza wynika, że cały Lagranżjan MS (ale także w przypadku 
uogólnień MS) z wyjątkiem Lagranżjanu Yukawv, nie ulega zmianie przy ta ­
kiej transformacji.
Dokonując transformacji (175) i (176) macierze masowe (169) i (170) prze­
kształcają się odpowiednio:
L L ss  =  - L  l ( S M l S  )L r  +  h.c. (177)
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L Umass =  - N l (S  M V S  )N r +  h.C. (178)
W  nowej bazie zdiagonalizujmy nasze macierze masowe:
L lmass =  - L U l ^ S ^ M ^ U R  )L r  +  h.C. =  - L i ( S M l UR )L r +  h.C. =
=  ^  m L L a L R a  +  h.c. , (179^
a
gdzie przyjęliśmy U'L =  /  oraz SUR =  UR a także:
Lfnass =  - N i( U lvS M vS U £ )N r +  h.c. =  - N l (u I M vUR)Nr +  h.c. , (180)
gdzie tym razem SUR  =  UL oraz SU)V =  U b Po takiej transformacji leptony 
naładowane m ają określoną masę natom iast nowa macierz masowa neutrin 
jest diagonalizowana transform acją biunitarną z nowymi macierzami:
UR =  S fUL oraz U l  =  S^UR . (181)
W tej nowej bazie, macierz mieszania:
UPMNS =  UL , (182)
w prądzie naładowanym:
L L7M(1 -  Y5)Nl ^  L l (uR uRb ^ (1  -  Y5)Nl =  L l U l 7 " (1 -  7 5)N l , (183)
jest więc równa macierzy diagonalizująeej kwadrat macierzy masowej M vM VR 
W naszej nowej bazie macierz masowa neutrin ma postać:
M v = S ^M VS  , (184)
a także:
= S \ M vM vl S  . (185)
Jeżeli wiec istniała symetria rodzinna w starej bazie:
[Mv M v , A lp] =  0 , (186)
to w nowej bazie też będzie istniała symetria rodzinna:
[MRMRl Ap] = 0 , (187)
gdzie:
Ap =  S 1 A lpS  . (188)
A pl A lp
która opisuje tylko zmianą bazy i nie zmienia symetrii:
G =  { A - }  =  {A lp, . . . }  =  G . (189)
W  ten sposób po zmianie bazy symetrie rodzinne nie zmieniają się.
oraz:
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5 Podsum owanie
Z analizy dyskretnych nieabelowych symetrii rodzinnych wynika, że nie 
można ich trywialnie zrealizować. Większość dostępnych prac dotyczących 
takich symetrii koncentruje się głównie na założeniu, że wyjściowym mode­
lem jest Model Standardowy, w którym występują trzy generacje kwarków i 
leptonów (bez neutrin sterylnych) oraz podstawowy sektor Higgsa z jednym 
dubletem. Dla takiego konwencjonalnego MS poszukiwanie symetrii rodzin­
nej, z nowymi danymi dla neutrinowej macierzy mieszania, szczególnie dla 
kąta różnego od zera zakończyło się haskiem. Przebadano różne grupy skoń­
czone aż do rzędu 511 nie otrzymując zgodności z doświadczeniem. Pomimo 
tego, iż prace z tej „masowej” części fizyki zapachu trw ają już dość długo 
problem wciąż nie jest rozwiązany.
Wnioskiem z analiz w tym obszarze jest konieczność rozszerzenia prowa­
dzonych badań, W szczególności o koncepcje takie jak: szczegółowe przeba­
danie teorii z bogatszym sektorem Higgsa - teorii z dwoma dubletam i oraz 
trypletem, a także rozważenie sytuacji w której oprócz trzech aktywnych neu­
trin  pojawiają się neutrina sterylne (jedno lub więcej) a sektor Higgsa ma 
strukturę standardową lub rozbudowaną,
O ile powiększenie sektora kwarkowego i sektora naładowanych leptonów 
jest trudne do zaakceptowania (dane doświadczalne silnie ograniczają takie 
hipotezy), to przyjęcie rozszerzonego sektora neutrinowego i innego sektora 
łamiącego symetrię cechowania jest ciągle rozważane. Poza tym, do tej pory 
analizowane modele przyjmują w zasadzie, że ta  sama symetria zapachowa 
obowiązuje dla fermionów górnych (neutrina i kwarki typu „up” oraz dol­
nych (leptony naładowane i kwarki typu „down”), co w ogólności prowadzi 
do diagonalnej macierzy mieszania.
Brak globalnej symetrii nieableowej był impulsem do uważniejszych ana­
liz symetrii abelowyeh, W czasie gdy obowiązywał schemat TBM, który w 
dużej zgodności z doświadczeniem wynikał z symetrii nieabelowych, nie było 
konieczności stosowania grup cyklicznych. Spowodowało to odwrót od rozwa­
żania koncepcji je zakładających. Wobec silnej falsyfikaeji schematu TBM, 
wynikającej z dokładniejszych oszacowań wartości parametrów macierzy mie­
szania neutrin, koncepcja symetrii abelowyeh stała  się ponownie popularna. 
Grupy cykliczne zawsze można utożsamiać z zerami macierzy masowej neu­
trin, Daje to użyteczne narzędzie weryfikacji istnienia zakładanych symetrii, 
W rozprawie doktorskiej zaprezentowane zostały dwie grupy modeli rozważa­
nych przy założeniu, że za kształtem  macierzy masowej neutrin, a co za tym 
idzie kształtem  leptonowej macierzy mieszania, kryją się symetrie abelowe. 
Zakładając zerowe wartości konkretnych elementów macierzy masowej neu­
trin, przebadane zostały możliwe realizacje tekstur zerowych zarówno dla
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starszych, nieaktualnych już danych oscylacyjnych jak i dla danych bieżą­
cych, Przedstawiona została autorska m etoda weryfikacji istnienia możliwych 
tekstur zerowych, bazująca na numerycznych obliczeniach Monte Carlo, Po­
kazano, że wraz z dokładniejszymi eksperymentalnymi oszacowaniami warto­
ści modułów elementów macierzy mieszania, ilość możliwych różnych tekstur 
zerowych ulega ograniczeniu. Dla nieaktualnych już danych oscylacyjnych 
możliwe było siedem niezależnych tekstur z dwoma różnymi zerami oraz za­
broniona była jedna tekstura z jednym zerem. Preferowane były oba schema­
ty masowe dla neutrin zarówno schemat normalny jak  i odwrotny, W świetle 
aktualnych danych oscylacyjnych ilość tekstur z dwoma zerami została ogra­
niczona do pięciu, przy jednoczesnej preferencji normalnego schematu ma­
sowego, Utrzymany jest wniosek o tym, że nie realizowana jest tylko jedna 
tekstura zakładająca jedno zero,
W drugiej części rozdziału 3 zaprezentowana została analiza wpływu poszcze­
gólnych faz fizycznych na zależność m odułu elementu macierzy masowej od 
masy najlżejszego neutrina. Fazy niefizyezne nie dają żadnego wkładu do 
modułu elementu macierzy masowej neutrin. M etoda ta  została zaaplikowa­
na do weryfikacji istnienia tekstur z jednym zerowym elementem macierzy 
masowej neutrin. Potwierdzone zostało, że na poziomie zgodności 3a niere- 
alizowana jest tylko jedna tekstura. Wyprowadzony jest wniosek o tym, że 
tylko dla pewnych zakresów faz Majorany, moduły elementów macierzowych 
mogą być równe zero. Taka zależność nie była wcześniej dyskutowana w lite­
raturze.
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D odatek A Podstawowe definicje
Macierze Pauliego definiujemy jako:
• • = ( ; : ) ■  * = ( ( : : ) ■ ( :  —• ) ■ ( :  —,)')■  «
Wykorzystując powyższą definicje (190) można skonstruować dwa wektory:
a 1 =  (*•, — a) oraz a1 =  (*0,* ) . (191)
Czterowymiarowe macierze (p =  0,1, 2, 3) to tak  zwane macierze Diraca 
spełniające następujące relacje antykomutaeji:
{Y v } = y  1Yv +  YV Y1 = 2g1v (192)
oraz:
Y°y ^ y ° =  Y1. (193)
Stosowana w tej pracy reprezentacja macierzy y 1 zwana jest reprezentacją 
ehiralną (Weyla) i przyjmuje następującą postać:
Y1 =  ( 0  * )  ■ <194’
czyli:
y0 = ( ?  j )  ' y = ( a  —>*)■ ( № )
Wykorzystując macierze (194) można zdefiniować macierz ehiralnośei ys
Y5 =  ¿Y0Y1Y2Y3 =  ^  ■ (196)
Stany:
Ys0  =  —0  ■ (197)
nazywamy lewoskrętnymi, natom iast stany:
Y50 =  + 0  ■ (198)
przez analogię - prawoskrętnymi.
Niech 0  będzie ezterokomponentowym spinorem. Definiujmy opertory rzu­
towe PL, Pr .
0 l = Pl 0  = ^ {  1 - 75) ^ ,  (199)
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4> r =  P r0 =  +  75) fp -  (200 )
Lewoskrętne (199) i prawoskrętne (200) spinory opisują stany własne opera­
tora ehiralnośei (196) odpowiadające wartościom własnym ±1,
Zauważmy następujące własności operatorów rzutowych:
PL =  Pl , (201)
PR =  Pr , (202)
0 =  Pl Pr  =  Pr Pl , (203)
1 =  Pl +  Pr ■ (204)
Z relacji (204), dowolny bispinor można przedstawić jako sumę dwu wkładów 
o przeciwnych ehiralnośeiaeh:
0  =  I 0  =  Pl0  +  Pr 0  = 0 l +  0 r ■ (205)
Pochodną d^ , dehniuje się jako:
X  = X  -  X , (206)
co oznacza, że dla dowolnych spinorów Ф1 i ф2:
ф X ф2 =  ф1 д Ф2) -  (д ф ) Ф2 . (207)
Ze względu na neutralny charakter neutrin istnieje możliwość narzucenia do­
datkowego warunku (tzw, warunek Majorany):
0  =  C t}T =  0 c, (208)
gdzie:
10 =  0 f7o , (209)
C
jej antycząstkę:
0(x )  — 0 c(x) =  C0T (x) =  - j 0C0*(x) (210)
0(x )  — 0 c(x) =  - 0 T (x)C \  (211)
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spełniająca następujące własności:
C Y C -1 =  C  = C-1 , CT = - C . (212)
Podobnie dla stanów lewych i prawych:
^L  ^  ( # )l = ^ CL = №r )C , (213)
^R  ^  W )R = ^R  = (^ L )C . (214)
Narzucenie warunku M ajorany oznacza, iż cząstka ma identyczne własności
jak  jej antyeząstka,
C
i w bazie Weyla ma postać:
C = %1 21° (215)
C = ( 7  ° )  • <216)
gdzie:
£ =  ta 2 = ( \  b . (217)
D odatek B Diagonalizacja macierzy
Twierdzenie 1. Dowolną nieosobliwą macierz m  można zdiagonalizować za 
pomocą podwójnej transformacji unitarnej:
S^m T  = m d (218)
Dowód. Macierz mmż  jest hermitowska,istnieje więc unitarna macierz S  ta ­
ka, że: S ^ m m fS  = mf.
Zdefiniujm y:# =  S m dS^ = H  oraz V  = H -1m.
Macierz V  jest unitarna, co można sprawdzić bezpośrednim rachunkiem. Za­
tem: m d = S ^H S  = S ^ m V fS  = t f m T ,  gdzie: T  = V fS .  □
Twierdzenie 2. Dowolną symetryczną nieodobliwą macierz zespoloną można 
zdiagonalizować transformacją ortogonalną za pomocą macierzy unitarnej.
Dowód. Korzystając z twierdzenia (1) mamy: S^m T  = m d, gdzie S i  T  są 
macierzami unitarnymi.
Zatem mmż = S m f  S^ oraz mmż = T*m 2dT T.
T TS m d = m dT TS  m d
T TS
więc można zapisać: T TS  = U, gdzie Uik = e2iak5ik.
Zatem wstawiając tę relację do wzoru diagonalizującego z twierdzenia (1) 
otrzymamy (T ')Tm T ' =  m d, gdzie T '  =  T {U *)l/2 □
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D odatek C Podstawienia
Z równania (65) każdy element macierzy H  może być w łatwy 
wyrażony za pomocą m odułu i fazy (M v)a,b =  m a,b e%Va’b, (a,b  =  
Wartości własne macierzy H:
m i 2 (m\ a—p  C O S ( 0 )  ,
3 3
m l = ^ p  (cos(<f>) -  V3sm((f>)^ ,
a 1
=  “ o “  oP (C0S№) -  ^ s i n ^ ) )  ,m 3
gdzie:
p V a 2 — 36, (j) =  -  arccos f — - (
3 p2
3 9 , 27a  ab H c
2 2 .
oraz:
a =  -Tr[H ],  
b =  A D  +  A F  +  D F  -  B 2 -  C 2 -  E 2, 
c =  A E 2 +  D C 2 +  F B 2 -  A D F  -  2 B C E  cos ( ^  +  0 3 -  0 2)
Znormalizowane wektory własne H: 
/  x 1 
yi
V a ^ + ^ 1 2  + 1^ 1
/  X i
Y1 
V Z 1
X 1 =  (D -  m ^)(F  -  m i)  -  E 2,
Y1 =  C  • E e - i ^ 2-^  -  B e - iA ( F  -  m2), 
Z 1 =  B • E e -i(A+A) -  Ce- i^  (D -  m \ ) }
i  X2 
Y2 
Z 2^ \ x 2\2 + y 2 + \z 2\2
X 2 =  C • E e i(^ X 3) -  B e ^ 1 (F  -  m 2), 
Y2 =  (A -  m 2)(F -  m2) -  C 2,
Z 2 =  B  • Cei(AX 2) -  E e - i^ (A  -  m2),
X 3 
Y3
Z 3
X 3 =  B  • E e i(A  +<A) -  C e ^ 2 (D -  m 23), 
Y3 =  B  • Ce-i(A X 2) -  E e ^ 3 (A -  m2),
yWF+iW+zi
sposób 
e ,p , r ) .
(219)
(220 ) 
(221 )
(222)
(223)
(224)
(225)
(226)
(227)
(228)
(229)
(230)
(231)
Z3 =  (A -  m2)(D -  m3) -  B 2.
2
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1 Wstp
W Modelu Standardowym (MS) z¡stek elementarnyh rozró»nia si trzy
rodziny fermionów. W ka»dej z tyh rodzin mamy dwa rodzaje kwarków z
warto±i¡ ªadunku elektryznego Q = 2/3 i Q = −1/3 oraz dwa rodzaje
leptonów, z ªadunkiem Q = −1 oraz Q = 0. Prawie wszystkie wªasno±i
kwantowe podobnyh z¡stek w rodzinah s¡ identyzne. Masy natomiast
ró»ni¡ si diametralnie. Przedstawione s¡ one w poni»szej tabeli.
Rodzina 1-sza 2-ga 3-ia
Kwarki
u
(2.3)
d
(4.8)

(1275)
s
(95)
t
(173940)
b
(4180)
Leptony
e
(0.511)
νe
(∼ 10−6)
µ
(105.7)
νµ
(∼ 10−6)
τ
(1776.8)
ντ
(∼ 10−6)
Tabela 1: Trzy rodziny fermionów Modelu Standardowego, wraz z odpowiada-
j¡ymi im masami (w MeV). Dla neutrin znane s¡ tylko górne ogranizenia
warto±i mas.
Model Standardowy oddziaªywa« fundamentalnyh jest, przy obenie osi¡-
galnyh energiah, bardzo dobrze prauj¡¡ teori¡. Powszehnie uwa»a si
jednak, »e jest to teoria efektywna, która przy wikszyh energiah bdzie
wymaga¢ modykaji. Nawet przy swojej du»ej zgodno±i z eksperymentem
tak»e i obenie MS nie satysfakjonuje. Zgadza si z eksperymentem, ale
kosztem doboru wielu (ponad 20) parametrów. Cz±¢ tyh wyznazanyh z
do±wiadzenia parametrów to: masy, k¡ty mieszania i fazy ªamania symetrii
CP kwarków i leptonów (6 mas kwarków, 6 mas leptonów oraz odpowiednio
4 - dla neutrin Diraa lub 6 - dla neutrin Majorany, parametrów maierzy
mieszania). Znany jest mehanizm, dziki któremu w MS, z¡stki poz¡tkowo
bezmasowe po spontaniznym zªamaniu symetrii nabywaj¡ mas. Mehanizm
ten, zwany mehanizmemHiggsa, polega na oddziaªywaniu z¡stek z tak zwa-
nym polem Higgsa, które przenika aª¡ przestrze«. Jest ju» prawie pewne, »e
z¡stka Higgsa zostaªa odkryta w LHC, ho¢ ko«owe potwierdzenie nast¡pi
po dalszym zbadaniu kanaªów rozpadu obserwowanego rezonansu. Pomimo
znajomo±i mehanizmu nabywania masy przez z¡stki elementarne nie mo»-
na twierdzi¢, »e w ogólno±i problem masy fermionów zostaª rozwi¡zany. Nie
znamy bowiem siªy oddziaªywania ka»dej z¡stki z polem Higgsa, o oznaza,
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i» nie znamy staªyh Yukawy wystpuj¡yh w potenjale Yukawy i nie po-
tramy oblizy¢ numeryznyh warto±i mas z pierwszyh zasad. Dodatkowo
nie wiemy dlazego istniej¡ trzy rodziny kwarków i leptonów oraz zy s¡ to
wszystkie rodziny. Dlazego masy wszystkih naªadowanyh fermionów maj¡
struktur hierarhizn¡, z masami dolnyh kwarków tego samego rzdu o
odpowiadaj¡e im masy naªadowanyh leptonów? W hwili obenej nie po-
tramy okre±li¢ warto±i mas neutrin ale wiemy, »e ih warto±i s¡ rzdu 10−6
MeV, o rodzi naturalne pytanie dlazego s¡ one tak maªe w porównaniu z
innymi z¡stkami.
Mo»na rozwa»a¢ modele zakªadaj¡e, »e zarówno w sektorze leptonowym
jak i kwarkowym istniej¡ fundamentalne symetrie wi¡»¡e midzy sob¡ fer-
miony ró»nyh generaji daj¡e relaje pomidzy masami oraz elementami
maierzy mieszania w ramah rodziny. Istnienie takih symetrii redukowaªo-
by ilo±¢ swobodnyh parametrów MS oraz mogªoby pomó w odpowiedzi na
wymienione wy»ej pytania i wskaza¢ jaka teoria uogólni Model Standardo-
wy. W zye z¡stek elementarnyh powi¡zanie symetri¡ mas i elementów
maierzy mieszania dla kwarków i leptonów ma wielkie znazenie dla dal-
szyh bada«. By¢ mo»e przyzyni si to do peªnego rozwikªania natury masy
skªadników materii, które z pewno±i¡ wymaga wyj±ia poza MS. Wykaza-
nie, »e istnieje pewna symetria mo»e pomó w poszukiwaniu uogólnie« MS,
bowiem wydaje si, »e przyszªa teoria powinna tak¡ symetri posiada¢. Z
drugiej strony, niemo»liwo±¢ znalezienia takiej symetrii mo»e wskazywa¢ na
inne pohodzenie masy z¡stek elementarnyh.
Poszukiwanie globalnej, pierwotnej symetrii mo»na ogranizy¢ do sektora
leptonowego, a wªa±iwie do testowania maierzy Ponteorvo-Maki-Nakagawa-
Sakaty (PMNS) w tym sektorze. Istniej¡ dwa gªówne powody takiego wybo-
ru. Po pierwsze, poszukujemy symetrii przed spontaniznym zªamaniem. W
wyniku jej spontaniznego zªamania, masy kwarków up, kwarków down i
naªadowanyh leptonów ró»ni¡ si znaznie pomidzy generajami. Trudno w
takiej sytuaji zobazy¢ istnienie tej symetrii. Po drugie, pozostaje poszuki-
wanie symetrii w opariu o maierz Cabibbo-Kobayashiego-Maskawy (CKM).
Z eksperymentu wiemy jednak, »e pozadiagonalne elementy tej maierzy s¡
bardzo maªe i mog¡ by¢ wynikiem poprawek perturbayjnyh zyki poza MS,
a nie wynikiem istnienia symetrii. Pozostaje wi maierz PMNS, która jest
wyra¹nie niediagonalna i przy oraz dokªadniejszyh eksperymentah ma o-
raz lepiej okre±lone elementy (z dokªadno±i¡ do faz ªami¡yh symetri CP,
któryh nie znamy). St¡d bdziemy konentrowa¢ si na testowaniu syme-
trii w opariu o maierz PMNS. Metoda badawza w du»ej mierze zale»y
od wyników eksperymentalnyh, w szzególno±i z eksperymentów osylaji
neutrin. Powi¡zanie sektora neutrinowego z poszukiwaniem globalnej syme-
trii jest równie» atrakyjne dlatego, »e jest on peªen otwartyh pyta« takih
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jak rozstrzygniie zy neutrina maj¡ natur Diraa zy Majorany, zy hie-
rarhia mas tyh z¡stek jest normalna zy odwróona? Istotnym jest tak»e
ustalenie masy najl»ejszego neutrina oraz w zale»no±i od natury tyh z¡-
stek, wyznazenie warto±i faz (dla neutrin Diraa jednej fazy, a dla neutrin
Majorany trzeh faz). Odpowiedzi na te pytania bd¡ miaªy wpªyw na ksztaªt
maierzy mieszania leptonów, a o za tym idzie maj¡ one zwi¡zek z postulo-
wan¡ symetri¡.
Celem niniejszej rozprawy jest przeanalizowanie kwestii istnienia mo»li-
wyh symetrii maierzy PMNS. Nie liz¡ wstpu i podsumowania rozprawa
doktorska skªada si z trzeh rozdziaªów i trzeh dodatków. W pierwszym
rozdziale opisane s¡ znane z literatury wiadomo±i wstpne potrzebne w dal-
szyh rozwa»aniah. Omówione zostaªo w jaki sposób neutrina opisywane s¡
w MS, zym jest leptonowa maierz mieszania i jak jest parametryzowana.
Wa»nym elementem tego rozdziaªu jest ustalenie konwenji i przyjie kon-
kretnyh deniji wielko±i stosowanyh w dalszej z±i pray. Dodatkowo
zaprezentowane zostaªy bie»¡e wyniki eksperymentów osylayjnyh.
W kolejnyh dwóh rozdziaªah zawarty zostaª opis mo»liwyh symetrii. Po-
dzielone one zostaªy na dwie grupy: symetrie abelowe i nieabelowe. Syme-
trie abelowe maierzy masowej leptonów analizowane s¡ w kontek±ie tak
zwanyh tekstur zerowyh, zyli maierzy masowyh neutrin z konkretnymi
elementami równymi zero. Rozdziaª im po±wiony zawiera dyskusj dwóh
jako±iowo ró»nyh metod rekonstrukji maierzy masowej neutrin. Prezen-
towane w tej z±i pray wyniki maj¡ harakter autorski. Ostatni rozdziaª
po±wiony jest próbie powi¡zania relaji pomidzy elementami maierzy ma-
sowej neutrin z nieabelowymi dyskretnymi symetriami rodzinnymi. Wobe
braku satysfakjonuj¡yh wyników zarówno wªasnyh jak i literaturowyh,
z±¢ pray odnosz¡a si do symetrii nieableowyh ma harakter opisowy.
Podany jest tam sposób podej±ia do symetrii nieabelowyh stosowany w li-
teraturze oraz zasugerowane s¡ mo»liwe jego rozszerzenia stanowi¡e dalszy
plan badawzy autora.
W dodatkah zawarte s¡: podstawowe denije u»ywane w rozprawie, twier-
dzenia dotyz¡e diagonalizaji maierzy oraz podstawienia obowi¡zuj¡e
we wzorah wyra»aj¡yh parametry osylayjne maierzy mieszania PMNS
przez elementy maierzy masowej neutrin.
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2 Wprowadzenie
2.1 Masa neutrin w Modelu Standardowym i jego roz-
szerzeniah
Jednym z najwikszyh sukesów zyki z¡stek elementarnyh jest opis
wszystkih obenie znanyh skªadników materii wraz z oddziaªywaniami wy-
stpuj¡ymi midzy nimi. Opis ten bazuje na kwantowej teorii pola i jest
nazywany Modelem Standardowym z¡stek elementarnyh. Model ten, od
poz¡tku jego sformuªowania, znalazª potwierdzenie w liznyh eksperymen-
tah oraz przyzyniª si do powstania jednego z najwikszyh eksperymentów
w dziejah ludzko±i LHC.
Skªadnikami materii, opisanymi w MS s¡ fermiony, które maj¡ spin poªówko-
wy i opisywane s¡ polami spinorowymi. Wszystkie kwarki oraz naªadowane
leptony maj¡ natur z¡stek Diraa. Jedynie neutralne neutrina mog¡ mie¢
natur Diraa lub Majorany.
U»ytezne dla tej sekji pray denije znajduj¡ si w Dodatku A.
Spinorami Weyla (oznazenie: φ, χ) nazywa si dwukomponentowe obiek-
ty transformuj¡e si wzgldem obrotów i zystyh transformaji Lorentza
wedªug reguª:
φ→ φ′ = e i2~σ(~θ−i~ϕ)φ, (1)
χ→ χ′ = e i2~σ(~θ+i~ϕ)χ, (2)
gdzie
~θ okre±la o± i k¡t obrotu, ~ϕ zwi¡zany jest z kierunkiem phniia (zyli
zystej transformaji Lorentza), natomiast ~σ to wektor maierzy Pauliego.
Spinory φ to spinory prawe natomiast χ lewe.
Wprowadzaj¡ maierz:
ε = iσ2 =
(
0 1
−1 0
)
, (3)
Lagran»jany opisuj¡e pola Majorany maj¡ posta¢ odpowiednio
dla pola prawego (1):
LMP =
i
2
φ†
(
σˆµ
←→
∂µ
)
φ+
1
2
m(φT εφ− φ†εφ∗), (4)
natomiast dla pola lewego (2):
LML =
i
2
χ†
(
σµ
←→
∂µ
)
χ− 1
2
m(χT εχ− χ†εχ∗). (5)
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Czsto rozwa»a si zterokomponentowy obiekt zwany bispinorem Diraa:
ψ =
(
φ
χ
)
. (6)
Dziaªaj¡ na spinor (6) operatorem rzutowym o okre±lonej hiralno±i (patrz
Dodatek (A), wzory od (196) do (204)) dostajemy dwa niezale»ne bispinory
lewy i prawy, odpowiednio:
ψL =
(
0
χ
)
, (7)
ψR =
(
φ
0
)
. (8)
Zatem, pole Diraa ψ mo»na zapisa¢ jako kombinaj niezale»nyh spinorów:
ψ = ψL + ψR. (9)
Konstrukja bispinora Diraa wymaga u»yia dwóh ró»nyh spinorów Wey-
la. Bispinor (6) speªnia równania Diraa, które mo»na wyprowadzi¢ ze swo-
bodnego Lagran»janu:
LD = ψ¯
(
iγµ
←→
∂µ −m
)
ψ . (10)
Wystpuj¡y we wzorze tym zªon masowy Diraa ma posta¢:
LD = −mψ¯ψ = −m
(
ψ¯RψL + ψ¯LψR
)
, (11)
a w zapisie dwukomponentowym:
LD = −m
(
φ†χ+ χ†φ
)
. (12)
Spinor Majorany przez analogi do (9) mo»na zbudowa¢ korzystaj¡ tylko z
jednego pola (7):
ψ = ψL + ψ
c
R , (13)
gdzie, prawe pola ψR wyra»a si poprzez pola lewe narzuaj¡ na nie tak
zwany warunek Majorany (patrz Dodatek (A), wzory od (208) do (216)):
ψcR = Cψ¯TL . (14)
Oznaza to, »e formalnie do konstrukji bispinora Majorany u»ywa si jed-
nego spinora Weyla.
5
W podobny sposób mo»emy skonstruowa¢ bispinor Majorany u»ywaj¡ pola
prawego:
ψ = ψcL + ψR . (15)
Korzystaj¡ z relaji (13), zªon masowy dla neutrin Majorany ze wzoru (5),
w notaji zterokomponentowej mo»na przepisa¢ w postai:
LM = −1
2
m
(
ψ¯cRψL + ψ¯Lψ
c
R
)
= −1
2
mψ¯ψ . (16)
Zdeniujmy dwa wektory z obiektów transformuj¡yh si wedªug tyh
samyh reprezentaji:
prawyh:
(
φ
χc
)
oraz lewyh:
(
φc
χ
)
,
gdzie pola χc ≡ −εχ∗ oraz φc ≡ εφ∗.
Rozwa»aj¡ Lagran»jany (4) oraz (5) dla pól prawyh (1) i lewyh (2), ogólny
operator, który jest niezmiennikiem transformaji Lorentza, mo»emy przed-
stawi¢ jako:
Lmass = 1
2
(
φ†c, χ
†) [m1 mD
mD m2
](
φ
χc
)
+ h.c. (17)
Operator (17) nazywamy zªonem masowym Majorany. Wszystkie wymienio-
ne powy»ej Lagran»jany opisuj¡ zªony masowe dla dwóh neutrin.
Aby skonstruowa¢ zªon w postai analogiznej do zªonu (17) ale w ogólnej
sytuaji, zyli dla dowolnej ilo±i pól neutrin i nie zakªadaj¡y ih harakteru,
nale»y zaªo»y¢ istnienie nL stanów:
ψL =
(
0
χ
)
, ψcR =
(−εχ∗
0
)
, (18)
oraz nR stanów:
ψR =
(
φ
0
)
, ψcL =
(
0
εφ∗
)
. (19)
Konstruujemy z nih m i n wymiarowe wektory, odpowiednio:
ΨR =


ψR1
ψR2
.
.
.
ψRm

 , ΨcL =


ψcL1
ψcL2
.
.
.
ψcLm

 , ΨL =


ψL1
ψL2
.
.
.
ψLn

 , ΨcR =


ψcR1
ψcR2
.
.
.
ψcRn

 . (20)
Przy ih u»yiu mo»na teraz napisa¢ najogólniejszy zªon masowy bd¡y
sum¡ zªonów masowyh Lagran»janów Diraa (11) i Majorany (16):
Lmass = LD + LM , (21)
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przyjmuj¡y posta¢:
Lmass =− 1
2
(
Ψ¯L, Ψ¯
c
L
) [ML MD
MTD MR
](
ΨcR
ΨR
)
+
+
(
Ψ¯cR, Ψ¯R
) [M †L M∗D
M †D M
†
R
](
ΨL
ΨcL
)
.
(22)
W zapisie dwukomponentowym mo»na go przepisa¢ jako:
Lmass =− 1
2
(
χ†MLχ
c + χ†MDφ+ φ
c†MTDχ
c + φc†MRφ
)
+
+
(
χc†M †Lχ+ φ
†M †Dχ + χ
c†M∗Dφ
c + φ†M †Rφ
c
)
.
(23)
Pomiar skrtno±i w eksperymenie Goldhabera, z ko«a lat 50-tyh ubie-
gªego wieku, wykazaª, »e neutrina s¡ z¡stkami lewoskrtnymi [1℄ zatem MS
nie zawiera pól prawyh dla tyh z¡stek. Historyznie w MS przyjto by
neutrina traktowa¢ jako z¡stki bezmasowe.
W hwili obenej wiemy z eksperymentów, »e neutrina posiadaj¡ mas (szer-
sza dyskusja w podrozdziale (2.2) oraz (2.3)), zatem MS wymaga rozszerze-
nia.
Mo»liwe jego rozszerzenia, w któryh neutrina opisywane s¡ jako z¡stki ma-
sowe (modele takie nazywa si ogólnie νSM) mo»na podzieli¢ na dwie grupy.
W pierwszej z nih rozpatruje si rozszerzenia bez wprowadzania neutrin
prawoskrtnyh w drugiej modele, które je zawieraj¡.
2.2 Osylaje neutrin i maierz mieszania leptonów
Pierwszym badazem, który w analogii do mieszania kaonów K0 ⇌ K¯0,
próbowaª doszuka¢ si podobnego fenomenu w sektorze leptonowym byª Pon-
teorvo. W swojej pray [2℄ z 1957 roku opisaª on mo»liwo±¢ przej±ia neutri-
na elektronowego w swoj¡ antyz¡stk. W tym zasie, istnienie antyneutrina
elektronowego byªo faktem zaobserwowanym przez Reinesa i Cowana [3, 4℄.
Jednoze±nie w latah 1957-58 Davis [5℄ potwierdziª, »e neutrina nie s¡ to»-
same z antyneutrinami. Kolejnym istotnym krokiem byªo odkryie w 1962
neutrina mionowego w eksperymenie przeprowadzonym w Brookhaven [6℄.
Je»eli neutrina s¡ masywne i podlegaj¡ mieszaniu to staªo si ozywistym,
»e osylaje neutrin zapahowyh s¡ mo»liwe. Maki, Nakagawa oraz Sakata
w swojej pray [7℄ z roku 1962 jako pierwsi opisali model mieszania ró»nyh
zapahów neutrin.
Ponteorvo miaª swój udziaª w historii opisu fenomenu osylaji neutrin jesz-
ze dwa razy. W roku 1967 przewidziaª problem deytu w detekji neutrin
7
elektronowyh pohodz¡yh ze Sªo«a (zwany jako problem neutrin sªonez-
nyh). Faktyznie w 1968 roku, w eksperymenie w Homestake [8℄, odnoto-
wano niezgodno±i zebranyh danyh eksperymentalnyh z przewidywaniami
teoretyznymi. Pierwsz¡ prób¡ wyja±nienia tego eksperymentu byªo dopa-
trywanie si bªdów w samym eksperymenie, jednak kolejne eksperymenty
wykonywane przez kolaboraje Kamiokande [9℄, SAGE [10℄, GALLEX [11℄
nie pozostawiaªy zªudze« i potwierdzaªy wyniki otrzymane w Homestake.
Ponteorvo opisaª w swoih przewidywaniah deyt neutrin elektronowyh
jako konsekwenj przej±ia νe → νµ.
W roku 1969 Ponteorvo wspólnie z Gribovem opublikowali pra [12℄, w
której opisali problem osylaji neutrin sªoneznyh przez mieszanie neutrin.
Ostatezne potwierdzenie hipotezy osylaji neutrin miaªo miejse w 1998
roku w eksperymenie w Kamiokande [13℄.
Osylaje neutrin s¡ efektem zysto kwantowym. Zahodz¡ one na skutek
interferenji ró»nyh stanów masowyh neutrin. Neutrina o danym zapahu
produkowane s¡, propaguj¡ si i podlegaj¡ detekji jako koherentna super-
pozyja stanów masowyh:
|να〉 = Uαj |νmj 〉 . (24)
Najprostszy, formalnie niepoprawny, ale daj¡y dobry ko«owy wynik opis
osylaji neutrin wymaga pozynienia kilku zaªo»e«:
• wszystkie stany masowe |νmj 〉 skªadaj¡e si na koherentn¡ superpozyj
maj¡ t¡ sam¡ energi E, ale ró»ne pdy pj, wyra»one w przybli»eniu
ultrarelatywistyznym jako:
pj =
√
E2 −m2j ≃ E −
m2j
2E
, (25)
• neutrina propaguj¡ si w tym samym kierunku,
• zas propagaji jest proporjonalny do odlegªo±i L.
Nieh stan neutrina z okre±lonym zapahem |να〉 w miejsu detekji (L 6= 0)
bdzie opisany jako:
|να(L)〉 = e−i(Ht−PL)|να(L = 0)〉 =
3∑
j=1
e−i(Et−pjL)U∗αj |νmj 〉
≃ e−iE(t−L)
3∑
j=1
e−i
m2
j
L
2E U∗αj |νmj 〉 .
(26)
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Prawdopodobie«stwo przej±ia ze stanu |να(L = 0)〉 do stanu |νβ〉, wyra»one
jest jako kwadrat amplitudy prawdopodobie«stwa:
Pα→β(L) = |〈νβ|να(L)〉|2 ≃
∣∣∣∣∣∣
3∑
j=1
e−i
m2
j
L
2E UβjU
∗
αj
∣∣∣∣∣∣
2
. (27)
Istot¡ wystpowania superpozyji jest bardzo maªa ró»nia kwadratów mas
poszzególnyh stanów masowyh deniowana jako:
∆m2ij = m
2
i −m2j . (28)
Nadmieni¢ warto, »e peªny, formalnie poprawny opis osylaji neutrin opiera
si na pakietah falowyh. Jednak powy»szy, skrótowy opis jest wystarzaj¡y
dla wniosków dalszej z±i rozprawy.
Maierz Uαj we wzorze (24) jest maierz¡ diagonalizuj¡¡ maierz maso-
w¡ neutrin, o której mowa w dalszej z±i rozdziaªu (we wzorze (32)). Czsto
uto»samia si j¡ z maierz¡ mieszania w leptonowyh pr¡dah naªadowanyh,
nazywan¡ maierz¡ Ponteorvo-Maki-Nakagawa-Sakata (UPMNS).
Tak bdzie zawsze wtedy gdy dla leptonów naªadowanyh praujemy w ba-
zie, w której ih maierz masowa jest ju» diagonalna. Trzeba jednak wzi¡¢
pod uwag fakt, »e na symetri maierzy mieszania wpªywa zarówno maierz
masowa leptonów naªadowanyh, jak i maierz masowa neutrin.
Rozwa»ymy Model Standardowy, a nastpnie jego uogólnienia. Bdziemy te»
zakªada¢, »e neutrina maj¡ natur Majorany. W modelu tym neutrina od-
dziaªywuj¡ z leptonami naªadowanymi. Oddziaªywanie z z¡stk¡ Higgsa i w
pr¡dah neutralnyh z z¡stk¡ Z nie jest istotne dla rozwa»a« zawartyh w
tej pray.
Tak wi w bazie zapahowej mamy:
L =− e√
2 sin θW
∑
α=e,µ,τ
l¯′αLγ
µναLW
−
µ + h.c.
+
∑
α,β=e,µ,τ
(
M lα,β l¯
′
αRl
′
βL +M
l∗
α,β l¯
′
βLl
′
αR
)
+
+
1
2
∑
α,β=e,µ,τ
(
Mνα,β ν¯
C
αRνβL +M
ν∗
α,β ν¯βLν
C
αR
)
,
(29)
gdzie:
νCαR = iγ
2ν∗αL. (30)
Maierz masowa leptonów naªadowanyh M lα,β jest dowoln¡, trójwymiarow¡
maierz¡ zespolon¡, za± dla neutrinMνα,β jest dowoln¡ symetryzn¡ maierz¡
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zespolon¡. W rozszerzeniah MS maierz Mν mo»e mie¢ wymiar N > 3.
MaierzM lαβ jest diagonalizowana przez transformaj biunitarn¡ (patrz Do-
datek B - dowód Twierdzenia (1)):(
U l†LM
lU lR
)
αβ
= δαβm
l
α, m
l
α > 0. (31)
Maierz masowa neutrin Mναβ diagonalizowana jest transformaj¡ ortogonal-
n¡ z maierz¡ zespolon¡ (patrz Dodatek B - dowód Twierdzenia (2)):(
Uν†MνUν∗
)
ij
= δikm
ν
i , m
ν
i ­ 0. (32)
Wprowadzili±my wi now¡ baz - baz zyzn¡ dla maierzy masowyh w
któryh staj¡ si one diagonalne:
ναL =
∑
i=1,2,3
UναiνiL ⇒ ναR =
∑
i=1,2,3
U∗ναi νiR, (33)
a tak»e:
l′αL =
∑
β=e,µ,τ
(
U lL
)
αβ
lβL oraz l
′
αR =
∑
β=e,µ,τ
(
U lR
)
αβ
lβR. (34)
Po takiej transformaji w oddziaªywaniah pr¡dów naªadowanyh pojawi si
maierz mieszania:
LCC = − e√
2 sin θW
∑
α=e,µ,τ
i=1,2,3
l¯αLγ
µ (UPMNS)αi νiLW
−
µ + h.c. , (35)
gdzie:
(UPMNS)αi =
∑
β=e,µ,τ
(
U lL
)†
αβ
(Uν)βi , (36)
jest maierz¡ mieszania nosz¡¡ nazw Ponteorvo-Maki-Nakagawa-Sakaty.
W MS maierz UPMNS pojawia si tylko w oddziaªywaniah pr¡dów naªado-
wanyh (35). W oddziaªywaniah pr¡dów neutralnyh neutrina oddziaªuj¡ z
z¡stkami Z0 i z¡stkami Higgsa zahowuj¡ zapah, np.
LNC ∼
∑
α=e,µ,τ
ν¯αLγ
µναLZµ ∼
∑
i=1,2,3
ν¯iLγ
µνiLZµ , (37)
o powoduje, »e po przej±iu do stanów zyznyh maierz mieszania nie
pojawia si. Sytuaja zmienia si w ró»nyh rozszerzeniah MS, gdy na przy-
kªad pojawiaj¡ si oddziaªywania neutrin prawoskrtnyh [14℄, albo pr¡dy
neutralne ªami¡e symetri zapahow¡:
LCC ∼
∑
α
l¯αRγ
µναRW
+
µ , (38)
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LNC ∼
∑
αβ
gαβ ν¯αLγ
µνβLZµ, (39)
wtedy w bazie zyznej:
LCC ∼
∑
αi
l¯αRγ
µνiR (UR)αiW
+
µ , (40)
gdzie:
(UR)αi =
(
U l†RU
ν∗)
αi
, (41)
oraz:
LNC ∼
∑
ij
ν¯iLγµΩ
µ
ijνjLZµ , (42)
gdzie:
Ωµij =
∑
αβ
(
Uν†
)
iα
gαβ (U
ν)βj . (43)
Wida¢, »e w takih uogólnionyh modelah wiej wielko±i mogªoby pod-
lega¢ pomiarowi, np. elementy maierzy UR oraz Ω. Nie mamy jednak w
hwili obenej »adnyh informaji eksperymentalnyh o takih dodatkowyh
oddziaªywaniah. Model Standardowy poszerzony jedynie o zªon mas neu-
trin dobrze tªumazy obene wyniki do±wiadze« .
Skonentrujemy si na sytuaji, w której wszystkie symetrie teorii tkwi¡e w
postaiah maierzy masowyh dla trzeh naªadowanyh leptonówM l i 3+n
neutrin Mν (gdzie n = 1, 2, 3 oznazaj¡ dodatkowe i»kie neutrina sterylne)
pojawiaj¡ si tylko przez masy i mierzone parametry maierzy U w pr¡dzie
naªadowanym. Tak wi jedynie maierz masow¡ 3× 3 dla neutirn mo»emy
zrekonstruowa¢ w opariu o obene wyniki do±wiadzalne.
Trzeba pamita¢ o tym, »e maierz mieszania w pr¡dzie naªadowanym jest
wyra»ona w bazie masowyh stanów wªasnyh (36) zarówno naªadowanyh
leptonów (e, µ, τ) jak i neutrin (ν1, ν2, ν3). Z tego powodu mamy dowolno±¢
w wyborze modeli teoretyznyh. Mo»emy szuka¢ symetrii:
(i) w bazie stanów wªasnyh naªadowanyh leptonów, wtedy:
U lL = I i UPMNS = UL = U
ν , (44)
(ii) w bazie stanów masowyh stanów wªasnyh neutrin, wtedy:
Uν = I i UPMNS = U
l†
L , (45)
(iii) albo w bazie, gdzie zarówno UνL 6= 0 jak i Uν 6= 0, wtedy:
U = U l†L U
ν . (46)
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Wszystkie przypadki mo»na znale¹¢ w literaturze najz±iej jednak wybie-
ramy baz (44).
W dalszej z±i pray omówiona zostanie kwestia wpªywu wyboru bazy na
przyjt¡ globaln¡ symetri.
W bazie (44), w której maierz masowa leptonów naªadowanyh jest dia-
gonalna, transformaj (32) prowadz¡¡ do diagonalizaji maierzy masowej
neutrin, mo»na po wprowadzeniu zapisu:
UPMNS = U
ν ≡ U , (47)
przepisa¢ jako:
UTMνU = mdiag . (48)
Rozpatrzmy hwilowo sytuaj ogóln¡ i zaªó»my, »e maierz U i maierze
masowe maj¡ wymiar N ×N .
Unitarna maierz U o wymiarze N , zale»y od N
2−N
2
moduªów oraz
N2+N
2
faz. Je»eli do tego dodamy N rzezywistyh elementów diagonalnej maierzy
mdiag , otrzymamy tak¡ lizb parametrów jak w symetryznej maierzy N
wymiarowej:
N +
N2 −N
2
+
N2 +N
2
= N(N + 1), (49)
a wi równa lizbie parametrów w neutrinowej maierzy masowej.
Nie wszystkie fazy maierzy U s¡ daj¡ymi si zmierzy¢ parametrami zyz-
nymi. Maierz U bdziemy parametryzowa¢ w sposób:
U = fNF · UD · fM . (50)
Maierz fNF : 

eiβ1 0 · · · 0
0 eiβ2 · · · 0
.
.
.
.
.
.
.
.
. 0
0 0 0 eiβN

 , (51)
jest diagonaln¡ maierz¡ N niezyznyh faz, które w oddziaªywaniu pr¡dów
naªadowanyh mo»na wyeliminowa¢.
Maierz UD jest unitarn¡ maierz¡ zawieraj¡¡ tylko:
(N−1)(N−2)
2
faz i wszyst-
kie
N2−N
2
moduªy. Taka maierz opisuje mieszanie leptonów, gdy neutrina s¡
z¡stkami Diraa.
12
Maierz fM jest diagonaln¡ maierz¡ N − 1 faz Majorany, któr¡ bdziemy
parametryzowa¢ w sposób:

1 0 0 . . . 0
0 e(iα1)/2 0 . . . 0
0 0 e(iα2)/2 . . . 0
0 · · · · · · . . . 0
0 0 0 0 e(iαN−1)/2


. (52)
Maierz UD skonstruowana jest z maierzy obrotów we wszystkih mo»liwyh
pªaszzyznah o odpowiednio doª¡zonyh
(N−1)(N−2)
2
fazah.
Dla maierzy 3× 3 mamy:
UD(3× 3) ≡ R(3)23 (θ23, 0)R(3)13 (θ13, δ13)R(3)12 (θ12, 0) , (53)
gdzie, δ13 ≡ δ jest zyzn¡ faz¡ zmieniaj¡¡ si w zakresie 0 6 δ 6 360◦.
Nazywana jest ona faz¡ Diraa. Jest ona zwi¡zana z ªamaniem symetrii CP,
analogiznie do fazy pojawiaj¡ej si w maierzy mieszania kwarków (UCKM).
Trzeba zaznazy¢, »e w dotyhzasowyh eksperymentah z udziaªem neutrin,
fazy Majorany mog¡ zosta¢ wyeliminowane. Choia» wi formalnie maierz
UPMNS zawiera fazy Majorany (o bdzie istotne na przykªad w podwójnym
bezneutrinowym rozpadzie β), w eksperymentah osylayjnyh fazy te nie
s¡ mierzone i maierz mieszania przyjmuje si tak jak w (53).
Wprowadzaj¡ konwenj dotyz¡¡ oznaze« k¡tów mieszania θij :
cij = cosθij , sij = sinθij , (54)
maierze obrotów zapisujemy jako:
R
(3)
23 (θ23, 0)⇒ U23 =


1 0 0
0 c23 s23
0 −s23 c23

 , (55)
R
(3)
13 (θ13, δ13)⇒ U13 =


c13 0 s13e
−iδ
0 1 0
−s13eiδ 0 c13

 , (56)
R
(3)
12 (θ12, 0)⇒ U12 =


c12 s12 0
−s12 c12 0
0 0 1

 . (57)
Zatem w postai jawnej maierz UD mo»emy zaprezentowa¢ jako:
UD =


c12c13 s12c13 s13e
−iδ
−s12c23 − c12s13s23eiδ c12c23 − s12s13s23eiδ c13s23
s12s23 − c12s13c23eiδ −c12s23 − s12s13c23eiδ c13c23

 . (58)
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Przyjmuje si [15℄, »e k¡ty mieszania θij zmieniaj¡ si w zakresie: 0 6 θij 6 90
◦
.
Podsumowuj¡: w przypadku trzeh neutrin mamy dziewi¢ parametrów
zyznyh. Trzy masy neutrin, trzy k¡ty mieszania oraz trzy fazy δ, α1/2, α2/2.
Dwie z tyh faz (α1/2, α2/2) nazywane s¡ fazami Majorany. Je±li neutrina
maj¡ natur Diraa, to fazy te mog¡ by¢ zaabsorbowane poprzez wi¡gniie
ih w denij pól neutrin.
2.3 Do±wiadzalne wyznazenie masy i elementów ma-
ierzy mieszania neutrin
Numeraja stanów masowyh neutrin nie jest przyjta arbitralnie. W pra-
y tej przyjmuje si konwenj:
m1 < m2 (∆m
2
21 > 0), ∆m
2
21 < |∆m231|. (59)
W konwenji tej, przy zaªo»eniu istnienia trzeh aktywnyh neutrin, istniej¡
dwie mo»liwo±i (hierarhia normalna i odwrotna) wyznazenia spektrum
masy neutrin w zale»no±i od znaku ∆m231 (28):
• Hierarhia normalna : m1 < m2 < m3.
• Hierarha odwrotna: m3 < m1 < m2.
Najmniejsza ró»nia kwadratów mas ∆m221 jest zwi¡zana z osylajami tak
zwanyh neutrin sªoneznyh i jest oznazana jako ∆m2⊙. Wiksza ró»nia
kwadratów mas jest zwi¡zana z tak zwanymi neutrinami atmosferyznymi i
jest oznazana jako ∆m2atm.
Dla hierarhii normalnej: ∆m2atm = ∆m
2
31, natomiast dla hierarhii odwróo-
nej: ∆m2atm = ∆m
2
23.
Jednymi z najwa»niejszyh zrealizowanyh lub wi¡» trwaj¡yh ekspery-
mentów osylayjnyh s¡ m.in: K2K [16℄, T2K [17℄, KamLAND [18℄, MINOS
[19℄, OPERA [20℄, MiniBooNE [21℄, SAGE [22℄, Superkamiokande [23℄, SNO
[24, 25℄, Amanda/IeCube [26℄, Borexino [27℄, DayaBay [28℄. W Tabeli 2
zebrano opraowane przez ró»ne grupy podsumowanie aktualnyh wyników
eksperymentów osylayjnyh.
W eksperymentah osylayjnyh mierzy si ró»nie kwadratów mas (28).
Eksperymenty, w któryh mo»na potenjalnie mierzy¢ mas neutrin (np. roz-
pad β trytu) maj¡ niewystarzaj¡¡ dokªadno±¢ i istniej¡ jedynie górne ogra-
nizenia na ih mas.
Historyznie, lizne pomiary przekrojów zynnyh na proesy z udzia-
ªem neutrin wykazywaªy bardzo du»¡ zgodno±¢ z konepj¡ bezmasowyh
14
 Hierarchia
normalna
Hierarchia
odwrotna? ?
Rysunek 1: Hierarhia normalna i odwrotna.
neutrin. Ponadto, silnym wskazaniem na ih bezmasowo±¢ byª eksperyment
przeprowadzony w 1958 r. przez Goldhabera i jego grup [1℄, gdzie dokonano
pomiaru skrtno±i neutrina (o którym wspomniano w podrozdziale (2.1)).
Wyniki tego eksperymentu wykazaªy, i» neutrina s¡ z¡stkami lewoskrtnymi,
o bardzo dobrze zgadzaªo si z dwukomponentowym opisem bezmasowyh
neutrin w MS. Mimo du»ej zgodno±i eksperymentalnej, Pauli jako pierw-
szy rozwa»aª neutrina bd¡e z¡stkami z bardzo maª¡ mas¡ (du»o mniejsz¡
od masy elektronu) [32℄. Wskazano nawet eksperymentaln¡ metod pomiaru
masy neutrina ze spektrum rozpadu β, któr¡ zaproponowali Fermi oraz Per-
rin [33, 34, 35℄. Pierwsze pomiary ogranizyªy mas neutrina do mν . 250
eV [36℄. Obenie ogranizenie to wynosi mν . 2 eV [15℄. Uzyskano je w eks-
perymentah rozpadu β trytu (na poziomie 95 % C.L.) przeprowadzonyh w
Mainz [37℄ oraz w Troitsku [38℄, gdzie dla "±redniej" masy neutrin:
mβ =
√∑
i
|Uei|2m2i , (60)
oszaowano odpowiednio:
mβ ¬ 2.3 eV(Mainz), mβ ¬ 2.1 eV(Troitsk). (61)
Otrzymane wyniki nie wykluzaj¡ hipotezy o niezerowej masie neutrin. Po-
twierdzaj¡ jednak fakt, »e masy te s¡ o wiele mniejsze od mas naªadowanyh
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Parametr Forero i wsp. Fogli i wsp. Gonzalez-Garia i wsp.
∆m221[10
−5eV2] 7.62± 0.19 7.54+0.26
−0.22 7.50± 0.185
∆m231[10
−3eV2]
2.55+0.06
−0.09
−2.43+0.06
−0.07
2.43+0.06
−0.10
−2.42+0.11
−0.07
2.47+0.069
−0.067
−2.43+0.042
−0.065
sin2 θ12 0.320
+0.016
−0.017 0.307
+0.018
−0.016 0.30± 0.013
sin2 θ23
0.427+0.034
−0.027 & 0.613
+0.022
−0.040
0.600+0.026
−0.031
0.386+0.024
−0.021
0.392+0.039
−0.022
0.41+0.037
−0.025
0.41+0.037
−0.025 & 0.59
+0.021
−0.022
sin2 θ13
0.0246+0.0029
−0.0028
0.0250+0.0026
−0.0027
0.0241± 0.0025
0.0244+0.0023
−0.0025
0.023± 0.0023
δ
(0.80± 1)pi
−(0.03± 1)pi
(1.08+0.28
−0.31)pi
(1.09+0.38
−0.26)pi
(1.67+0.37
−0.77)pi
Tabela 2: Podsumowanie parametrów osylayjnyh dla neutrin. Dla ∆m231,
sin2 θ23, sin
2 θ13, i δ górne (dolne) warto±i odpowiadaj¡ hierarhii normalnej
(odwróonej). W tabeli podane s¡ warto±i ±rednie oraz bªdy na poziomie 1σ
opraowane przez trzy niezale»ne grupy. Wyniki pohodz¡ z pra: [29℄ (Forero
i wsp.), [30℄ (Fogli i wsp.), [31℄ (Gonzalez-Garia i wsp.).
leptonów i kwarków.
Wa»n¡ grup¡ eksperymentów s¡ te zwi¡zane z proesem podwójnego rozpadu
β.
(Z,A)→ (Z + 2, A) + 2e− + 2ν¯e, (2νββ). (62)
Historyznie proes ten zostaª zaproponowany przez Goeppert-Mayer [39℄.
Mo»na go obserwowa¢ jako jednozesny rozpad dwóh neutronów. Wkróte
po ukazaniu si pra Majorany, Reah [40℄ i Furry [41℄ przedyskutowali inny
rozpad, mo»liwy tylko i wyª¡znie wtedy, gdy zgodnie z hipotez¡ neutrina i
antyneutrina s¡ to»same:
(Z,A)→ (Z + 2, A) + 2e−, (0νββ). (63)
Jest on zwany podwójnym bezneutrinowym rozpadem β. Eksperymentalne
potwierdzenie zaj±ia takiego rozpadu daªoby jednoznazn¡ i bezpo±redni¡
odpowied¹ o do natury neutrin. Jakkolwiek lizne eksperymenty nie dowo-
dz¡ istnienia tego rozpadu [42℄, to jednak daj¡ one ogranizenia na mas
neutrin. Zawarte s¡ one w Tabeli 3.
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Eksperyment |mββ| .
Heidelberg-Mosow [43℄ (0.22− 0.64) eV
NEMO3 [44, 45℄ (0.44− 1.00) eV
Tabela 3: Ogranizenia na mas z bezneutrinowego podwójnego rozpadu β.
Parametr mββ z Tabeli 3 jest efektywn¡ mas¡ neutrina Majorany denio-
wan¡ jako:
|mββ | =
∣∣∣∣∣
∑
i
U2eimi
∣∣∣∣∣ . (64)
Planowane przyszªe eksperymenty to midzy innymi GERDA [46℄, CUORE
[47℄, KamLAND-Zen [48℄, EXO [49℄, które powinny znaz¡o poprawi¢ obe-
ne ogranizenia do: |mββ| . 10−2eV.
Obowi¡zuj¡e ogranizenia na ilo±¢ aktywnyh neutrin pohodz¡ z wyni-
ków eksperymentu LEP [50℄. S¡ one zwi¡zane z tak zwan¡ szeroko±i¡ poªów-
kow¡ rozpadu z¡stki Z0. Do±wiadzenie to wykazaªo, »e istniej¡ tylko trzy
generaje neutrin o masie mniejsze ni»
MZ
2
, gdzie MZ jest mas¡ z¡stki Z0.
2.4 Analityzne wyznazenie masy i elementów maie-
rzy mieszania neutrin
W tej z±i pray zaprezentowana jest metoda uzyskania jednoznaz-
nyh, analityznyh wzorów, wyra»aj¡yh parametry osylayjne maierzy
mieszania UPMNS , poprzez elementy maierzy masowej neutrin.
Podrozdziaª ten jest wynikiem wªasnym, opartym w aªo±i na opublikowanej
pray [51℄.
Zakªadamy, trzy generaje neutrin o naturze Majorany. Przy zaªo»eniu tym,
maierz masowa neutrin, oznazana jako Mν , jest w ogólno±i symetryz-
n¡ maierz¡ trójwymiarow¡ o elementah zespolonyh. Konstruujemy z niej
hermitowsk¡ maierz H:
H =Mν†Mν. (65)
W jawnej postai, maierz (65) mo»na zapisa¢ jako:
H =


A Beiφ1 Ceiφ2
Be−iφ1 D Eeiφ3
Ce−iφ2 Ee−iφ3 F

 , (66)
w której parametry (A,B, . . . , φ1, φ2, . . .) mog¡ by¢ w prosty sposób wyzna-
zone przez elementy maierzy Mν.
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Maierz ta jest diagonalizowana poprzez unitarn¡ transformaj:
W†HW =

 m
2
1 0 0
0 m22 0
0 0 m23

 , (67)
gdzie unitarna maierz W, jest zbudowana z wektorów wªasnyh H:
W =


x′1 x
′
2 x
′
3
y′1 y
′
2 y
′
3
z′1 z
′
2 z
′
3

 , (68)
a warto±i wªasne m2i , (i = 1, 2, 3) odpowiadaj¡ kwadratom mas. Z wªasno±i
maierzy (65) wynika, »e warto±i te s¡ rzezywiste i nieujemne. Jest to po-
»¡dana wªasno±¢, ze wzgldu na to, »e w eksperymentah mierzy si ró»nie
kwadratów mas neutrin (patrz podrozdziaª (2.3)).
Faza wektorów wªasnyh maierzy (68) nie zmienia warto±i wªasnyh (67).
Zatem, mo»emy u»y¢ tyh faz tak by znale¹¢ maierz U , diagonalizuj¡¡ ma-
ierz masow¡ neutrinMν tak jak w równaniu (48) z rzezywistymi dodatnimi
warto±iami wªasnymi mi.
U =


x′1 x
′
2 x
′
3
y′1 y
′
2 y
′
3
z′1 z
′
2 z
′
3




eiχ1 0 0
0 eiχ2 0
0 0 eiχ3

 ≡


x1 x2 x3
y1 y2 y3
z1 z2 z3

 . (69)
Nowe fazy χi, (i = 1, 2, 3) równie» zale»¡ od elementów maierzy Mν .
Maierz (69) zale»y od 9 parametrów, o bezpo±rednio koresponduje z ilo±i¡
parametrów maierzy U (50) w standardowej parametryzaaji. Porównuj¡
elementy maierzy (50) i (69) mo»emy znale¹¢ relaje pomidzy k¡tami mie-
szania a elementami maierzy masowej neutrin:
sin θ13 = |x3| , cos θ13 =
√
1− |x3|2, (70)
sin θ23 =
|y3|√
1− |x3|2
, cos θ23 =
|z3|√
1− |x3|2
, (71)
sin θ12 =
|x2|√
1− |x3|2
, cos θ12 =
|x1|√
1− |x3|2
. (72)
Analogiznie mo»emy wyrazi¢ zyzne fazy Majorany (α1, α2) oraz faz Di-
raa δ poprzez elementy maierzy masowej:
α1
2
= ω2 − ω1, (73)
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α2
2
= ω3 + δ − ω1, (74)
e−iδ =
|x1||x3||z3|+ |z1|ei(τ1+ω3−τ3−ω1)
1− |x3|2 . (75)
I podobnie dla faz niezyznyh (βi, i = 1, 2, 3):
β1 = χ1 + ω1, (76)
β2 = χ2 + η3 − ω2 + ω1, (77)
β3 = χ3 − δ − ω3 + τ3 + ω1 , (78)
gdzie: ωi = Arg(xi), ηi = Arg(yi), τi = Arg(zi) i ω1, τ3 = 0 ∨ π.
Podstawienia obowi¡zuj¡e we wzorah od (70) do (78) zawarte s¡ w Dodat-
ku C.
2.5 Wzore symetrii maierzy mieszania
Mo»na przyj¡¢ hipotez zakªadaj¡¡, »e ksztaªt maierzy UPMNS nie jest
przypadkowy. Szzególnie atrakyjn¡ i szeroko dyskutowan¡ w ostatnih la-
tah jest konepja istnienia rodzinnej dyskretnej grupy symetrii, która tªu-
mazy posta¢ maierzy mieszania leptonów.
Przed rokiem 2012 dane pohodz¡e z eksperymentów neutrinowyh zga-
dzaªy si z tak zwan¡ trzy podwójnie maksymaln¡ (tribimaximal - TBM)
maierz¡ mieszania, w literaturze znan¡ pod nazw¡ UTBM . Zaproponowana
zostaªa ona w 2002 roku przez Harisona, Perkinsa i Sotta [52℄:
UTBM =


2√
6
1√
3
0
− 1√
6
1√
3
1√
2
1√
6
− 1√
3
1√
2

 . (79)
Trzeia kolumna tej maierzy odpowiada maksymalnemu mieszaniu stanów
|νµ〉 i |ντ 〉:
|Uµ3| = |Uτ3| = 1/
√
2 , (80)
odpowiada to k¡towi:
sin θ23 ≈ 1/
√
2⇒ θ23 ≈ π/4 zyli 45◦ . (81)
Druga kolumna odpowiada za równe mieszanie trzeh stanów |νe〉, |νµ〉 i |ντ 〉:
|Ue2| = |Uµ2| = |Uτ2| = 1/
√
3 . (82)
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Koresponduje to z k¡tem θ12 ≈ 35◦.
Warto zauwa»y¢, »e dla:
Ue3 = 0 , (83)
k¡t mieszania θ13 jest równy 0 i maierz UPMNS jest rzezywista. Do roku
2012 warto±¢ ta znajdowaªa potwierdzenie w danyh wynikaj¡yh z ekspe-
rymentów osylayjnyh.
Ksztaªt maierzy (79) mo»e sugerowa¢ istnienie zwi¡zku ze wspóªzyn-
nikami Clebsha-Gordona pewnej grupy symetrii. Obserwaja ta wywoªaªa
szeroki odzew w±ród grup teoretyznyh. Pojawiªo si wiele modeli, które fe-
nomenologiznie wyja±niaªy pohodzenie wzora TBM. Jedn¡ z pierwszyh
propozyji, wysunit¡ w 2004 roku w pray [53℄, byªa hipoteza wi¡»¡a ma-
ierz UTBM z dyskretn¡ grupa symetrii A4. Jej peªne uzasadnienie ukazaªo
si w roku 2005 [54, 55, 56, 57℄.
W przei¡gu niemal dekady pojawiªo si wiele innyh propozyji próbuj¡yh
z mniejszym lub wikszym powodzeniem zwi¡za¢ maierz UTBM z innymi
dyskretnymi grupami symetrii lub jej wariajami, takimi jak na przykªad:
U(1)3×Z32 ⋊S3 [58℄ , Z32 ⋊S3 [59℄, S4 [60, 61℄, T ′ [62, 63℄, ∆(27) [64℄, ∆(54)
[65℄.
W roku 2012 pojawiªy si nowe, dokªadniejsze dane z eksperymentów
mierz¡yh k¡t θ13. Okazaªo si, »e k¡t ten jest ró»ny od zerowego. Obenie
mierzone warto±i k¡ta θ13 zaprezentowane s¡ w Tabeli 4. Dane te wykluzy-
Eksperyment sin2 2θ13
T2K 0.140+0.038−0.032, 0.170
+0.045
−0.037
DayBay 0.090+0.008−0.009
Minos 0.095+0.035−0.036
RENO 0.100+0.025−0.025
Tabela 4: Pomiary reaktorowego k¡ta mieszania sin2 2θ13 pohodz¡e z eks-
perymentów T2K[17℄, Daya Bay [28℄, MINOS[19℄, oraz RENO [66℄. W przy-
padku eksperymentu T2K pierwsza warto±¢ odpowiada normalnej hierarhii,
a druga odwróonej.
ªy mo»liwo±¢ realizaji shematu TBM. W ih ±wietle powróiªo pytanie o
to, zy jaka± nowa symetria stoi za ksztaªtem maierzy mieszania. Du»a war-
to±¢ k¡ta θ13 mo»e wykluza¢ te z propozyji, które upatruj¡ rozwi¡zania w
perturbaji shematu TBM. Spo±ród wielu ogólnyh konepji próbuj¡yh
wyja±ni¢ natur mieszania w sektorze leptonowym w pray tej przeanalizo-
wane zostan¡ dwie.
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Po pierwsze, wydaje si atrakyjnym ponowne przeanalizowanie modeli
z tak zwanymi teksturami zerowymi [67, 68, 69℄ maierzy masowej neutrin.
Wi¡zane one s¡ z symetriami abelowymi. Maierz mieszania leptonów zwi¡-
zana jest, o zostaªo przedyskutowane we wprowadzeniu niniejszej rozprawy
(patrz wzór (48)), z maierz¡ masow¡ neutrin. Zatem, symetria maierzy ma-
sowej neutrin indukuje symetri maierzy mieszania. Tekstury zerowe maie-
rzy masowej przedyskutowane zostan¡ w rozdziale 3 niniejszej pray.
Po drugie, w ramah obenyh danyh eksperymentalnyh (Tabela 2) po-
szukiwana jest symetria nieabelowa daj¡a po»¡dane relaje pomidzy ele-
mentami maierzy masowej Mν . Dyskusja takowa przeprowadzona jest w
rozdziale 4 rozprawy.
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3 Symetrie abelowe maierzy masowej lepto-
nów z teksturami zerowymi
W literaturze przeanalizowanyh zostaªo wiele interesuj¡yh propozy-
ji ogranizenia ksztaªtu maierzy masowej neutrin, a o za tym idzie ilo±i
wolnyh parametrów MS. Spo±ród wielu propozyji wymieni¢ przykªadowo
mo»na: tekstury zerowe [70, 71, 72, 73℄, modele zakªadaj¡e znikanie mi-
norów maierzy masowej [74, 75, 76℄, albo tak zwane tekstury hybrydowe
[77, 78, 79, 80℄. Szzególnie intensywnie studiowane s¡ te pierwsze.
Poprzez tekstury zerowe maierzy masowej neutrin, rozumie si takie ih
wzore, które zakªadaj¡ zerowe, lub bliskie zeru konkretne jej elementy. Za
takimi postaiami maierzy masowej mog¡ si kry¢ symetrie rodzinne.
Zauwa»ono na przykªad [81℄, »e zera maierzy masowej neutrin Diraa (MD)
i maierzy masowej i»kih prawoskrtnyh neutrin Majorany, (MR) mog¡
reprodukowa¢ si jako zera w niskoenergetyznej efektywnej maierzy maso-
wej neutrin, poprzez tak zwany mehanizm hu±tawki (seesaw) [82, 83, 84℄.
W modelah seesaw mas lekkih neutrin, w dobrym przybli»eniu, dostaje
si poprzez diagonalizaj maierzy masowej w postai:
Mν = MDM
−1
R M
T
D . (84)
W ogólno±i tekstury zerowe maierzy masowej neutrin mo»na otrzyma¢ jako
realizaj abelowyh symetrii rodzinnyh przy zaªo»eniu rozszerzonego sek-
tora skalarnego Modelu Standardowego [85℄.
Problem rekonstrukji maierzy masowej neutrin mo»na od strony metodolo-
giznej podzieli¢ na dwie kategorie. Funkjonuj¡ one pod nazwami top-down
i bottom-up.
W pierwszym podej±iu - top-down, posta¢ maierzy masowej (jej tekstura,
symetrie, et.) jest zaªo»eniem wynikaj¡ym z przyjtego modelu a o za tym
idzie mo»liwyh globalnyh symetrii. Wszystkie parametry takie jak: masy
neutrin, k¡ty mieszania i fazy, uzyskuje si z zaªo»onej maierzy masowej
neutrin. Sposób ih otrzymania przedstawiony jest w poprzednim rozdziale.
Werykaj¡ przyjtego modelu jest zgodno±¢ uzyskanyh wyników z danymi
eksperymentalnymi.
W podej±iu bottom-up, w ramah obowi¡zuj¡yh ogranize« eksperymen-
talnyh dla obserwabli (k¡tów mieszania, ró»ni kwadratów mas), poszukuje
si dozwolonyh tekstur maierzy masowej neutrin. Najz±iej testuje si te
modele przy u»yiu metod numeryznyh.
Niniejszy rozdziaª po±wiony jest dyskusji jednej i drugiej metody. Omó-
wione zostan¡ nasze wyniki, poszukiwania symetrii, uzyskane przy zastoso-
waniu obu metod.
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3.1 Przykªad realizaji symetrii abelowej dla tekstury z
dwoma zerami
Uniwersalny przepis dotyz¡y realizaji symetrii dla tekstur zerowyh
zarówno dla kwarkowyh, jak i leptonowyh maierzy masowyh mo»na zna-
le¹¢ w pray [86℄. Istnienie zer w fermionowyh maierzah masowyh jest
konsekwenj¡ wynikaj¡¡ z wprowadzenia abelowyh symetrii rodzinnyh.
Szzególn¡ podgrup¡ s¡ wzore z dwoma elementami maierzy masowej rów-
nymi zero. S¡ one istotne, poniewa» dobrze opisuj¡ zarówno sektor kwarkowy
jak i leptonowy. Dla leptonów daj¡ informaje o ih masah i maierzy mie-
szania. Wzore z dwoma zerami s¡ wa»ne równie» dlatego, »e s¡ zgodne z
niektórymi speyznymi realizajami modeli Wielkiej Unikaji [87℄.
Na dªugo przed rewoluj¡ zwi¡zan¡ z pomiarem niezerowego k¡ta θ13
istniaªo fenomenologizne ogranizenie na ilo±¢ dozwolonyh realizaji mo»-
liwyh tekstur z dwoma zerami [70℄. Dla n niezale»nyh, równyh zero para-
metrów maierzy masowej istnieje:
k =
6!
n!(6− n)! , (85)
kombinaji mo»liwyh tekstur zerowyh. Spo±ród wszystkih 15 kombinaji
dwóh zerowyh parametrów maierzy masowej neutrin realizowanyh byªo
tylko 7. Zaprezentowane s¡ one w Tabeli 5. Terminologia dotyz¡a nazw
poszzególnyh tekstur zerowyh, u»ywana w dalszej z±i rozprawy, zgod-
na jest z nazewnitwem przyjtym w pray [70℄. Obenie jednak, nowe dane
A1 A2 B1 B2
 0 0 X0 X X
X X X



 0 X 0X X X
0 X X



 X X 0X 0 X
0 X X



 X 0 X0 X X
X X 0


B3 B4 C -
 X 0 X0 0 X
X X X



 X X 0X X X
0 X 0



 X X XX 0 X
X X 0

 -
Tabela 5: Siedem dozwolonyh tekstur z dwoma zerami, o któryh mowa jest
w pray [70℄.
do±wiadzalne ogranizyªy lizb mo»liwyh tekstur zerowyh. Taka analiza
przeprowadzona jest w podrozdziale 3.2. Dwie, spo±ród siedmiu wy»ej wy-
mienionyh klas, tekstur z dwoma zerami maierzy masowej neutrin, mo»na
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uzyska¢ [88℄ z grupy A4, lub jej ykliznej podgrupy Z3 w powi¡zaniu z mo-
delem seesaw (typ I+II) [15℄. Realizaj symetrii dla modelu seesaw II-go
typu dla wszystkih dozwolonyh wzorów z dwoma zerami prezentuje praa
[89℄.
Poni»ej zamieszzony jest przykªad [90℄ u»yia ykliznej symetrii Z3 do
odtworzenia tekstury A1 zakªadaj¡, »e maierz masowa powstaje poprzez
dziaªanie mehanizmu seesaw I i II typu (podobnie jak w teoriah wielkiej
unikaji). W takim przypadku, relaja (84) przehodzi w:
Mν = ML −MDM−1R MTD , (86)
gdzie ML opisuje mas Majorany dla pól lewoskrtnyh.
Nieh pola leptonowe transformuj¡ si zgodnie z:
DLe → ω2DLe, eR → ω2eR, νR1 → ωνR1 ,
DLµ → DLµ, µR → µR, νR2 → νR2 , (87)
DLτ → ωDLτ , τR → ωτR, νR3 → νR3 ,
gdzie:
ω = e(2iπ/3) , (88)
jest generatorem ykliznej grupy Z3, natomiast DLj , (j = e, µ, τ) to dublety
leptonowe. Transformaje te generuj¡ diagonaln¡ maierz masow¡ leptonów
naªadowanyh Ml. Biliniowe produkty DLjνRk oraz νRjνRk zwi¡zane z ma-
ierz¡ MD oraz odpowiednio z maierz¡ MR transformuj¡ si zgodnie z:
DLjνRk ∼

 ω
2 ω ω
ω 1 1
1 ω2 ω2

 , ν¯RjCν¯TRk ∼

 ω ω
2 ω2
ω2 1 1
ω2 1 1

 . (89)
Zakªadaj¡, »e dublet Higgsa transformuje si trywialnie wzgldem grupy Z3,
maierz MD przybiera form:
MD =


0 0 0
0 X X
X 0 0

 . (90)
Przyjmuj¡, »e zespolony skalarny singlet χ transformuje si wzgldem grupy
Z3 zgodnie z reguª¡: χ→ ω2χ, maierz MR przybiera posta¢:
MR =

 0 X XX X X
X X X

 . (91)
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Po zastosowaniu mehanizmu seesaw I-go rodzaju, dostaje si maierz ma-
sow¡ neutrin w postai:
M Iν =

 0 0 00 X X
0 X X

 . (92)
Biliniowy zªon DTLjC
−1DLk zwi¡zany z maierz¡ML transformuje si wzgl-
dem symetrii Z3 jako:
DTLjC
−1DLk ∼


ω ω2 1
ω2 1 ω
1 ω ω2

 . (93)
Wprowad¹my, skalarny wzgldem grupy SU(2), tryplet Higgsa, zapisany w
maierzowej notaji dwuwymiarowej jako:
∆ =
(
H+
√
2H++√
2H0 −H+
)
, (94)
który jest niezmiennikiem ze wzgldu na grup Z3. Pró»niowa warto±¢ oze-
kiwana (VEV) dla trypletu Higgsa wynosi:
〈∆〉0 =
(
0 0
vt 0
)
, (95)
gdzie: 〈H0〉0 = vt√2 .
Przy pozynionyh zaªo»eniah wkªad mehanizmu seesaw II rodzaju do
maierzy ML (wzór (86)) ma posta¢:
M IIν =

 0 0 X0 X 0
X 0 0

 . (96)
Efektywna maierz masowa neutrin Mν po zastosowaniu mehanizmu se-
esaw I-go i II-go rodzaju jest sum¡ maierzy (92) oraz (96), ma wi posta¢:
Mν =

 0 0 X0 X X
X X X

 , (97)
która odpowiada teksturze A1. Warto zauwa»y¢, »e »¡danie abelowej symetrii
(88) prowadzi do diagonalizaji maierzy masowej dla naªadowanyh lepto-
nów.
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3.2 Tekstury zerowe dla neutrin majorany w przypadku
zahowanej symetrii CP
Dyskusja zawarta w tej z±i rozprawy oparta jest na numeryznej meto-
dzie zaprezentowanej w pray [91℄. Na jej potrzeby stworzony zostaª program
komputerowy w jzyku FORTRAN, który w opariu o metod top-down, sªu-
»y do werykaji zgodno±i omawianyh tekstur z danymi do±wiadzalnymi.
Zaªo»eniem tej analizy jest przebadanie symetryznej, rzezywistej, trójwy-
miarowej maierzy masowej neutrin, a wi zakªadaj¡ brak ªamania symetrii
CP. Symetryzno±¢ maierzy masowej neutrin jest to»sama z przyjiem na-
tury Majorany neutrin. U»ywana w programie maierz masowa przyjmuje
posta¢: 

a b c
b d e
c e f

 . (98)
Pomimo zaªo»enia braku ªamania symetrii CP dla neutrin Majorany, wnioski
pªyn¡e z analizy nie s¡ trywialne, o zostanie wykazane w dalszej z±i
rozdziaªu.
Aby zobazy¢ w jaki sposób oraz bardziej preyzyjne wyniki (w szzegól-
no±i wykryie, »e θ13 6= 0) dyskusj przewidywa« teoretyznyh podzielono
na dwie z±i. Zaprezentowane zostan¡ oryginalnie opublikowane rozwi¡za-
nia, zgodne z danymi osylayjnymi wªa±iwymi dla zasu ih publikaji jak
równie» nowe, opraowane a zgodne z bie»¡ymi danymi.
3.2.1 Opis algorytmu werykaji tekstur zerowyh
Zadaniem opraowanego programu numeryznego jest znajdowanie takih
warto±i parametrów maierzy masowej neutrin Mν , które poprzez relaj
(48), wyznazaj¡ elementy maierzy mieszania oraz ró»nie kwadratów mas
zgodne z danymi eksperymentalnymi. Aby sprawdzi¢ wszystkie kombinaje
parametrów u»yjemy adaptayjnej metody Monte Carlo (AMC - Adaptive
Monte Carlo). Poni»szy podrozdziaª opisuje algorytm tego programu.
Dziaªanie programu dzieli si na dwa etapy. W pierwszej kolejno±i ge-
nerowane s¡ losowe parametry wej±iowe, zyli elementy maierzy masowej
neutrin. Ksztaªt tej maierzy: ilo±¢ przyjtyh jej elementów równyh zero,
jest kontrolowany przez u»ytkownika. Za pomo¡ odpowiednih bibliotek nu-
meryznyh (NAG [92℄) maierz ta jest diagonalizowana. Uzyskane wektory
oraz warto±i wªasne s¡ porównywane z danymi eksperymentalnymi. Akep-
towane i zapamitywane s¡ wyniki losowania, które daj¡ mieszz¡e si w
graniah bªdów wielko±i mierzone. Pierwszy etap jest bardzo zasohªon-
ny. Spo±ród wszystkih sprawdzanyh kombinaji, wyniki losowania zgodne z
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ewidenj¡ eksperymentaln¡, stanowi¡ znikom¡ z±¢ (rzdu 102 spo±ród 109
losowa«). Aby efektywnie, w du»o krótszym zasie, znale¹¢ szersze spektrum
zgodnyh z eksperymentem wyników, mo»na ih poszukiwa¢ w bliskim s¡-
siedztwie ju» zaakeptowanyh i zapamitanyh wyników. Jest to zynione w
drugim kroku dziaªania programu numeryznego.
Drugi etap dziaªania programu inijuje algorytm AMC. W algorytmie
tym jako dane wej±iowe u»ywany jest zbiór punktów wygenerowanyh w
etapie pierwszym. Proedura ma za zadanie poszukiwa¢ dodatkowyh roz-
wi¡za«, w maªyh przedziaªah wokóª ju» uzyskanyh wyników. Dodatkowo
spo±ród poszerzonego spektrum rozwi¡za« program wyznaza te z nih, któ-
re maj¡ najmniejsz¡ warto±¢ χ2. Dla ka»dego zbioru punktów, uzyskanyh w
etapie pierwszym, program wykonuje Nit iteraji, w ka»dej iteraji sukesyw-
nie ogranizaj¡ przedziaª w którym losowane s¡ warto±i maierzy masowej.
Dla ka»dego z tyh przedziaªów, maierz masowa losowana jest i diagonalizo-
wana, a nastpnie porównywana z ewidenj¡ eksperymentaln¡ Ncalc razy. W
rezultaie uzyskuje si dodatkowe punkty bd¡e w zgodno±i z danymi eks-
perymentalnymi. Tak przeprowadzona proedura w kroku drugim mo»e by¢
104 razy szybsza ni» w kroku pierwszym, jednoze±nie znajduj¡ 104 wiej
rozwi¡za«.
Na rysunku 2 (na stronie 30) zobrazowany jest przykªadowy wynik dziaªa-
nia pierwszego oraz drugiego etapu programu numeryznego dla tekstury A1
przy warto±iah Nscat = Nit = Ncalc = 100. Szersze omówienie tej tekstury
znajduje si w dalszej z±i pray.
By zobrazowa¢ uzyskane wyniki, nale»y mie¢ na uwadze, »e mo»liwa jest je-
dynie takowa ih prezentaja, która uwzgldnia korelaj na jednym wykresie,
o najwy»ej trzeh ró»nyh elementów maierzy. We wszystkih zamieszzo-
nyh w pray wykresah korelayjnyh wykresah, dla poprawy ih zytel-
no±i, próz oryginalnie otrzymanyh punktów, przedstawione s¡ rzutowania
na odpowiednie podpªaszzyzny wykresów.
Poni»ej zamieszzony jest szzegóªowy opis etapów dziaªania programu.
(a) Pierwszy etap
Losowe generowanie parametrów wej±iowyh:
Dla ka»dej n-tej iteraji (n = 1, 2, . . . , Nscat) program generuje zbiór
wej±iowyh parametrów - elementów maierzy masowej neutrin. Ilo±¢
iteraji jest kontrolowana przez u»ytkownika.
Diagonalizaja maierzy masowej neutrin Mν:
Dla ka»dej losowej maierzy masowej neutrin program wyznaza warto-
±i wªasne, które uto»samia si z masami neutrin oraz znormalizowane
wektory wªasne. Warto±i wªasne sªu»¡ do wyznazenia ró»ni kwa-
dratów mas ∆m221 oraz ∆m
2
32. Elementy znormalizowanyh wektorów
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wªasnyh uto»samia si z warto±iami moduªów maierzy mieszania
neutrin.
Algorytm programu jest w stanie rozró»ni¢ normaln¡ i odwrotn¡ hie-
rarhi mas.
Porównanie danyh z wynikami eksperymentalnymi:
Kryterium sªu»¡ym do przyjia wylosowanej maierzy masowej neu-
trin jest test χ2 dla uzyskanyh wektorów i ró»ni kwadratów mas.
Oznazaj¡ przez xi wyniki losowania, a przez x
cent
i eksperymentalnie
otrzymane entralne warto±i χ2 oblizamy jak zwykle, w sposób:
χ2i =
(xcenti − xi)2(
σi
α
)2 , (99)
gdzie, σ2i s¡ niepewno±iami pomiarowymi na poziomie 3σ, zmierzo-
nyh eksperymentalnie kwadratów mass oraz warto±i moduªów maie-
rzy mieszania.
Parametr α daje u»ytkownikowi mo»liwo±¢ skalowania zaªo»onego bª-
du pomiarowego. Dla α = 1 test χ2 werykuje zgodno±¢ losowanyh
punktów dokªadnie na poziomie 3σ. Przy warto±i α > 1 zgodno±¢
losowanyh punktów z danymi eksperymentalnymi badana jest w w»-
szym przedziale.
Zahowywane s¡ zarówno elementy losowanej maierzy masowej neu-
trin, jak i odpowiadaj¡e im numeryznie uzyskane elementy maierzy
mieszania wraz z odpowiadaj¡ymi im masami neutrin.
Celem pierwszego etapu jest uzyskanie wstpnyh, losowo rozrzuonyh
punktów, w hiperprzestrzeni o wymiarze zadanym ilo±i¡ niezerowyh
elementów maierzy masowej.
(b) Drugi etap: metoda AMC
Wzytanie danyh wej±iowyh:
Program odzytuje ka»dy n-ty (n = 1, 2, . . . , NScat) zestaw danyh xi,
wygenerowanyh w pierwszym kroku oraz ustawia je jako nowe warto-
±i entralne xcenti .
Nastpnie dla ka»dego i-tego kroku (i = 1, 2, . . . , Nit) zaw»any jest ob-
szar wokóª którego losowane bd¡ nowe dozwolone rozwi¡zania, zgodnie
z reguª¡:
xcenti ± ξitδi, (100)
gdzie δi jest poz¡tkowym zakresem, a ξit funkj¡ zdeniowan¡ jako:
ξit =
{
1 it = 0,
0.6/it it > 0.
(101)
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Zarówno staªa lizbowa 0.6 jak i funkja 1/it dobrane s¡ w sposób
empiryzny.
Analogiznie jak w pierwszym etapie dziaªania programu, wykonywane
s¡ kolejno Ncalc ilo±¢ razy oblizenia:
(1) Losowe generowanie parametrów.
(2) Diagonalizaja.
(3) Porównanie z ewidenj¡ eksperymentaln¡ i zapis zgodnyh z ni¡
wyników.
Wyznazenie nowyh warto±i entralnyh:
Po ka»dej iteraji wybierany jest ten zestaw punktów, dla któryh war-
to±¢ χ2 jest najmniejsza:
χ2 =
∑
i=1
χ2i . (102)
i ustawiany jest jako nowa warto±¢ entralna. xcenti . Nale»y zauwa»y¢, »e
wraz ze wzrostem it, warto±¢ funkji ξit maleje. Tak wi, wraz ze wzro-
stem it zakres w którym losuje si parametry bdzie malaª jednoze±nie
warto±¢ entralna bdzie przesuwa¢ si do najbardziej prawdopodob-
nej.
W etapie drugim równie» zahowywane s¡ zarówno elementy maie-
rzy mieszania neutrin jak i opowiadaj¡e im wektory wªasne wraz z
warto±iami wªasnymi.
Rozwa»ana jest maierz masowa neutrin z rzezywistymi elementami, tak
wi, uzyskane w wyniku dziaªania programu wektory wªasne porównywane
musz¡ by¢ z moduªami maierzy mieszania uzyskanymi eksperymentalnie.
Implikuje to fakt niemo»no±i przypisania znaków k¡tom mieszania.
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Rysunek 2: Tekstura A1. Pierwszy (wykres górny) i drugi (wykres dolny) etap
losowania. Wykresy uzyskane dla Nscat = Ncalc = Nit = 100.
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3.2.2 Krótki przegl¡d wyników opartyh na staryh, mniej prey-
zyjnyh danyh do±wiadzalnyh
Zaprezentowane tu wyniki analizowane byªy [91℄ przy ogranizeniah na
moduªy elementów maierzy mieszania oraz ró»niah kwadratów mas poho-
dz¡yh z pray [93℄, a zamieszzonyh w Tabeli 6. Zauwa»y¢ nale»y, »e w
pray tej, mimo braku w tamtym okresie potwierdzenia eksperymentalnego,
zakªadano górne ogranizenie dla k¡ta θ13 ró»ne od zera.
i xi x
cent
i σi
1 ∆m232 2.6 · 10−3 10−3
2 ∆m221 8.3 · 10−5 10−5
3 |Ue1| 0.835 0.045
4 |Ue2| 0.54 0.07
5 |Ue3| 0.1 0.1
6 |Uµ1| 0.355 0.165
7 |Uµ2| 0.575 0.155
8 |Uµ3| 0.7 0.12
9 |Uτ1| 0.365 0.165
10 |Uτ2| 0.59 0.15
11 |Uτ3| 0.685 0.125
Tabela 6: Dozwolone warto±i entralne i bªdy na poziomie 3σ moduªów
maierzy mieszania |Uij| oraz ró»ni kwadratów mas ∆m232, ∆m221 pohodz¡e
z pray [93℄.
Ogólne rozwi¡zania, zyli takie dla któryh nie zakªadano »adnyh zer
w diagonalizowanej maierzy masowej, przedstawione s¡ na rysunku 3 (na
stronie 32) dla przykªadowej korelaji pomidzy parametrami a,b, oraz od-
powiednio d,e,f w maierzy (98). Pozostaªe korelaje dla tego przypadku do-
stpne s¡ na stronie internetowej [94℄. Mo»na z nih szaowa¢, w jakih prze-
dziaªah znajd¡ si rozwi¡zania dla konkretnyh tekstur zerowyh. Spektrum
zstotliwo±i wystpowania konkretnyh elementów maierzy masowej, dla
rozwi¡za« ogólnyh, prezentuj¡ histogramy zamieszzone na rysunku 4 (na
stronie 33), dla hierarhii normalnej oraz odpowiednio na rysunku 5 (na stro-
nie 33), dla hierarhii odwrotnej. Brak symetryzno±i histogramów wzgl-
dem zera jest efektem zwi¡zanym z dokªadno±i¡ oblize« numeryznyh.
Z przeanalizowanyh 6-iu mo»liwyh tekstur zerowyh, przy zaªo»eniu
bªdu na poziomie 3σ (zyli dla α = 1) dozwolone byªy wszystkie z wyj¡t-
kiem jednego przypadku: nie byªa realizowana tekstura z parametrem a = 0
(oznazana jako A) dla hierarhii odwrotnej. Generalnie, tekstury z elemen-
tem a = 0, bez wzgldu na ilo±¢ innyh niezale»nyh parametrów maierzy
masowej równyh 0, s¡ istotne poniewa» zwi¡zane s¡ z przekrojem zynnym
31
(a) (b)
() (d)
Rysunek 3: Dozwolone regiony parametrów maierzy masowej neutrin,
zgodne na poziomie 3σ z danymi eksperymentalnymi z pray [93℄. Rysunki
(a) i (b) dla hierarhii normalnej, () i (d) dla hierarhii odwrotnej.
na bezneutrinowy rozpadu β (σ0νββ ) poprzez relaj:
a = 0 ⇒ σ0νββ ∼ 〈mee〉 =
3∑
i=1
U2eimi = 0 . (103)
Efektywny parametr (64) (patrz strona 17), oznazany dalej jako 〈mββ0ν〉,
jest dla takih tekstur równy zero [95℄. Wykluza to istnienie tego rozpadu
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Rysunek 4: Spektrum zstotliwo±i elementów maierzy masowej neu-
trin: przypadek ogólny, hierarhia normalna.
Rysunek 5: Spektrum zstotliwo±i elementów maierzy masowej neu-
trin: przypadek ogólny, hierarhia odwrotna.
dla hierarhii normalnej poprzez wymian neutrin Majorany. Ewentualne je-
go wykryie przy tym shemaie masowym, tªumazone musiaªoby by¢ innym
mehanizmem. Jednoze±nie nale»y mie¢ na uwadze, »e warto±¢ 〈mee〉 = 0
nie musi ad ho implikowa¢ dla neutrin natury Diraa.
Regiony mo»liwyh rozwi¡za« dla tekstury A zawarte s¡ na rysunku 6.
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(a) (b)
() (d)
Rysunek 6: Tekstura A: dozwolone warto±i parametrów maierzy maso-
wej neutrin. Rysunki (a) i (b) dla α = 1, () i (d) dla α = 2.
Przedstawione s¡ na nim rozwi¡zania dla parametru α = 1 oraz odpowiednio
dla α = 2. Zgodnie z zaªo»eniami, ilo±¢ rozwi¡za« przy rosn¡ym α maleje, a
dla warto±i α = 2 drastyznie spada o oznaza »e, akeptowane s¡ rozwi¡-
zania poªo»one bli»ej warto±i entralnyh. Manifestuje si to zmniejszeniem
dozwolonyh regionów rozwi¡za« na wykresah.
Granizna warto±¢ zynnika α, oznazana dalej jako α0, przy której dla pró-
by rzdu 109 losowa«, nie ma »adnyh pozytywnyh rozwi¡za« dla tekstury
A wynosi α0 = 3.32. Taka warto±¢ oznaza, »e ewentualne przyszªe, wiksze
ogranizenie bªdów eksperymentalnyh na moduªy maierzy mieszania oraz
ró»nie kwadratów mas, nie zaowouje eliminaj¡ tej tekstury. Aby tekstura
ta nie byªa w przyszªo±i realizowana, zakªadaj¡ niezmienione warto±i en-
tralne, przyszªe oszaowania bªdów musiaªyby zmniejszy¢ si do poziomu
∼ 0.9σ.
Dystrybuje k¡tów mieszania θij dla tekstury A pokazane s¡ na rysunku 7. Z
histogramu dla sin θ13 mo»na wyzyta¢, »e przy staryh parametrah osyla-
yjnyh, do zrealizowania tej tekstury, preferowany byª k¡t θ13 bliski zeru, ale
jednoze±nie nie jest wykluzona inna jego warto±¢. Bezneutrinowy rozpad
beta jest niezale»ny od k¡ta θ23 [71, 96℄ (w parametrze (64) k¡t ten nie wy-
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Rysunek 7: Tekstura A: Histogramy k¡tów obrotów.
stpuje). Znajduje to odzwieriedlenie w histogramah tego k¡ta dla tekstur
z elementem a 6= 0, s¡ one identyzne jak dla tekstury A. Histogramy, jak i
wykresy z dozwolonymi regionami dla pozostaªyh tekstur z jednym elemen-
tem zerowym dostpne s¡ na stronie internetowej [94℄.
Z przebadanyh wszystkih 15 mo»liwyh tekstur zerowyh II-go typu,
zyli tyh maj¡yh dwa niezale»ne zerowe parametry, proedura AMC po-
twierdziªa, dla staryh danyh osylayjnyh, realizaj dokªadnie tyh sa-
myh siedmiu tekstur, które przewidziano analityznie w pray [70℄. Dla hie-
rarhii normalnej realizowane s¡ tekstury A1 oraz A2. Tekstury od B1 do B4
realizowane s¡ zarówno dla zaªo»onej hierarhii normalnej jak i odwrotnej.
Tekstura C mo»liwa jest tylko przy zaªo»onej hierarhii odwrotnej. Tutaj,
podobnie jak dla tekstur z jednym niezale»nym parametrem równym zero, za
kryterium wykluzenia istnienia realizaji tekstury przyjto, i» odrzua si
wzorze, je±li 109 losowa« nie daje »adnego pozytywnego wyniku.
TEKSTURA PARAMETRY ZEROWE HIERARCHIA α0
A1 a, b = 0 NORMALNA 2.65
A2 a, c = 0
B1 c, d = 0 OBIE 1.18
B2 b, f = 0
B3 b, d = 0 OBIE 1.25
B4 c, f = 0
C d, f = 0 ODWROTNA 2.65
Tabela 7: Dozwolone tekstury z dwoma zerami.
Ostatnia kolumna Tabeli 7 zawiera granizn¡ warto±¢ parametru α0, powy»ej
której nie ma ju» pozytywnyh rozwi¡za«, a wi takih gdy losowana ma-
ierz masowa daje parametry osylayjne zgodne z eksperymentem. Tekstury
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realizuj¡e si tylko przy jednym zaªo»onym shemaie masowym, zyli A1,
A2 i C maj¡ warto±¢ tego parametru wy»sz¡ ni» tekstury typu B. Oznaza to,
»e w pierwszym etapie losowania proedury AMC, tekstury te, daj¡ wyniki
zgodne w znaznie bardziej restrykyjnym przedziale xcenti ± σi ni» tekstury
typu B.
Rysunek 8: Mo»liwe warto±i sinusów k¡tów mieszania θ12, θ23, oraz θ13
dla ró»nyh tekstur maierzy masowej neutrin.
Poprzez k¡ty mieszania θij , wyniki dla tekstur z dwoma zerami zobrazowane
s¡ na histogramah zawartyh na Rysunku 8. Wida¢ wyra¹nie, »e dla tekstur
A1 oraz A2 preferowany jest k¡t θ13 ró»ny od zera. Tekstury B1 do B4 do-
puszzaj¡ warto±¢ tego k¡ta równ¡ zero, ale najwiej przypadków mamy dla
warto±i tego kata minimalnie ró»nyh od zera. Z kolei histogram k¡ta θ13
dla tekstury C przypomina rozkªad normalny, z warto±i¡ entraln¡ blisk¡
zeru. Konkluzje te znajduj¡ potwierdzenie w moduªah elementów maierzy
mieszania które w proedurze AMC miaªy najmniejsz¡ warto±¢ χ2 (Tabela
8). Wyra¹nie wida¢, »e najwiksze wzgldne odej±ie od startowyh warto±i
entralnyh dotyzy warto±i |Ue3| = | sin θ13e−iδ|. Dla tekstur typu A war-
to±¢ tego moduªu wzrosªa, podzas gdy dla pozostaªyh zmalaªa.
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i xi x
cent
i A1, A2 B1 −B4 C
1 ∆m232 2.65 · 10−3 2.65 · 10−3 2.55 · 10−3 2.61 · 10−3
2 ∆m221 8.3 · 10−5 8.27 · 10−5 8.35 · 10−5 8.30 · 10−5
3 |Ue1| 0.835 0.84 0.84 0.84
4 |Ue2| 0.54 0.54 0.54 0.54
5 |Ue3| 0.1 0.12 1.9 · 10−3 0.06
6 |Uµ1| 0.355 0.41 0.40 0.36
7 |Uµ2| 0.575 0.56 0.63 0.58
8 |Uµ3| 0.7 0.72 0.66 0.72
9 |Uτ1| 0.365 0.36 0.36 0.41
10 |Uτ2| 0.59 0.63 0.55 0.59
11 |Uτ3| 0.685 0.68 0.75 0.68
Tabela 8: Zmiana startowej warto±i xcenti w wyniku dziaªania proedury
AMC.
Omawiana proedura AMC nie daje pozytywnyh wyników dla tekstur z
ilo±i¡ niezale»nyh zerowyh parametrów maierzy masowej neutrin wik-
szyh lub równyh od trzeh. Eliminuje to bezwzgldnie wszystkie modele
zakªadaj¡e zera na diagonalnej w maierzy masowej neutrin.
3.2.3 Analiza obenyh danyh do±wiadzalnyh
Dla porównania, obene wyniki bdziemy omawia¢ w takiej samej kolej-
no±i jak w poprzednim podrozdziale. Zamieszzone rezultaty dla bie»¡yh
danyh osylayjnyh neutrin s¡ nowe i nie byªy dot¡d publikowane.
Analizy dokonujemy przy danyh do±wiadzalnyh wzityh z pray [30℄.
Nowsza praa tyh samyh Autorów [97℄ nie zmienia w »aden sposób wy-
ników. Tabela 9 podsumowuje parametry osylayjne dla na moduªów ele-
mentów maierzy mieszania wraz z bªdami na poziomie 3σ. Zamieszzone
s¡ w niej równie», przy tym samym poziomie bªdów, oszaowania ró»ni
kwadratów mas neutrin. Obszary rozwi¡za« ogólnyh (Rys. 9 na stronie 39),
dopuszzaj¡yh wszystkie elementy maierzy masowej neutrin ró»ne od ze-
ra, ró»ni¡ si nieznaznie od analogiznyh prezentowanyh w podrozdziale
3.2.2 (porównaj z Rys. 3 na stronie 32), zarówno dla shematu normalnego
jak i odwrotnego. Wzajemne odstpstwa s¡ wiksze bli»ej grani uzyskanyh
regionów rozwi¡za«. Ksztaªty dla bie»¡yh danyh wydaj¡ si by¢ mniej re-
gularne.
Analogia ta znajduje równie» potwierdzenie w histogramah. Aktualne histo-
gramy dla obu shematów masowyh umieszzone s¡ na Rysunkah: 10 na
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i xi x
cent
i σi
1 ∆m232 2.43 · 10−3 10−3
2 ∆m221 7.54 · 10−5 10−5
3 |Ue1| 0.822 0.04
4 |Ue2| 0.54 0.05
5 |Ue3| 0.155 0.15
6 |Uµ1| 0.355 0.135
7 |Uµ2| 0.704 0.13
8 |Uµ3| 0.614 0.11
9 |Uτ1| 0.443 0.172
10 |Uτ2| 0.452 0.15
11 |Uτ3| 0.774 0.113
Tabela 9: Dozwolone warto±i entralne i bªdy na poziomie 3σ moduªów
maierzy mieszania |Uij| oraz ró»ni kwadratów mas ∆m232, ∆m221 oblizone
na podstawie pray [30℄.
stronie 40 dla hierarhii normalnej i 11 na stronie 40 dla hierarhii odwrotnej.
Dla hierarhii normalnej zarówno dla starszyh jak i nowyh danyh, ró»ne
od zera parametry maierzy masowej neutrin to e oraz f (porównaj Rysunek
4, na stronie 33 z Rysunkiem 10 na stronie 40), natomiast dla hierarhii od-
wrotnej to: a,b oraz  (porównaj Rysunek 5 na stronie 33 z Rysunkiem 11
na stronie 40).
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(a) (b)
(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Rysunek 9: Dozwolone regiony parametrów maierzy masowej neutrin, po-
zostaj¡yh w zgodzie z aktualnymi danymi eksperymentalnymi na poziomie
3σ. Rysunki (a) i (b) dla hierarhii normalnej. Odpowiednio Rysunki () i
(d) dla hierarhii odwrotnej.
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Rysunek 10: Spektrum zstotliwo±i elementów maierzy masowej neu-
trin dla bie»¡yh danyh osylayjnyh: przypadek ogólny, hierarhia
normalna.
Rysunek 11: Spektrum zstotliwo±i elementów maierzy masowej neu-
trin dla bie»¡yh danyh osylayjnyh: przypadek ogólny, hierarhia od-
wrotna.
Wniosek stwierdzaj¡y brak istnienia tekstury z jednym niezale»nym pa-
rametrem a = 0 dla hierarhii odwrotnej, przy nowyh danyh, utrzymany
jest w moy. Pozostaªe tekstury z jednym zerem s¡ w dalszym i¡gu mo»liwe.
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Podobnie jak dla starszyh danyh, ze wzgldu na bezpo±redni¡ korelaj
z bezneutrinowym rozpadem beta warto spo±ród tekstur z jednym zerem, wy-
szzególni¢ tekstur A - z elementem a = 0. Podobnie jak dla nieaktualnyh
ju» parametrów osylayjnyh, tekstura ta realizowana jest tylko i wyª¡znie
dla hierarhii normalnej. Utrzymany jest w moy wniosek o nierealizowaniu
bezneutrinowego rozpadu beta dla hierarhii normalnej. W wynikah opar-
tyh na starszyh, nieaktualnyh ju» danyh warto±¢ parametru α0 dla tej
tekstury wynosiªa 3.32. Dla aktualnyh danyh eksperymentalnyh α0 zma-
laªo do 2.23.
Informaja o k¡tah mieszania dla tej tekstury odzytana z histogramów
(Rysunek 12) wyra¹nie wskazuje ró»ny od zera k¡t θ13. Rozpatruj¡ ten k¡t,
mo»na stwierdzi¢, »e odró»nia to istotnie uzyskane dane, od tyh uzyskanyh
przy obowi¡zywaniu staryh danyh osylayjnyh (patrz Rysunek 7 na stro-
nie 35). Dla dwóh pozostaªyh k¡tów histogramy dla starszyh i aktualnyh
danyh eksperymentalnyh s¡ porównywalne. Najz±iej wystpuj¡a war-
to±¢ k¡ta θ13 zbli»ona jest do warto±i obenie mierzonej. Efektu tego mo»na
byªo si spodziewa¢.
Rysunek 12: Tekstura A: Histogramy k¡tów obrotów, dla bie»¡yh danyh
osylayjnyh.
Sytuaja dla tekstur zerowyh II-go typu - maj¡yh dwa niezale»ne pa-
rametry zerowe - jest ró»na dla nowyh danyh osylayjnyh. Po ponownym
przebadaniu wszystkih mo»liwyh kombinaji okazuje si, »e spo±ród po-
przednio mo»liwyh 7 tekstur z dwoma zerami aktualne pozostaje jedynie
5. Z listy mo»liwyh realizaji denitywnie odrzuone s¡ tekstury B2 i B4.
Dodatkowo okazuje si, »e poprzednio dopuszzana realizaja tekstury B1
oraz B3 przy odwrotnym shemaie masowym nie ma obenie miejsa. Peªna
lista realizowanyh tekstur z dwoma zerami zaprezentowana jest w Tabeli 10.
Faworyzowana jest realizaja shematu z normaln¡ hierarhi¡ mas. Jedynie
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TEKSTURA PARAMETRY ZEROWE HIERARCHIA α0
A1 a, b = 0 NORMALNA 3.54
A2 a, c = 0 NORMALNA 2.89
B1 c, d = 0 NORMALNA 1.08
B3 b, d = 0 NORMALNA 1.12
C d, f = 0 ODWROTNA 1.41
Tabela 10: Dozwolone tekstury z dwoma zerami.
tekstura C, tak jak przy poprzednih danyh, i¡gle mo»liwa jest przy od-
wrotnej hierarhii mas (patrz Tabela 7 na stronie 35).
Tekstura A1 oraz tektura A2 harakteryzuj¡ si wy»szymi od pozostaªyh
warto±iami parametru α0 (ostatnia kolumna w Tabeli 10). Jednoze±nie
warto±i te s¡ wy»sze ni» analogizne uzyskane dla tyh tekstur przy nie-
obowi¡zuj¡yh ju» danyh osylayjnyh. Pozostaªe tekstury maj¡ warto±i
tego parametru mniejsze od szaowanyh dla starszyh danyh osylayj-
nyh. Dla tekstury B1 aktualnie szaowana warto±¢ α0 jest najni»sza, bliska
jedno±i. Mo»e to wskazywa¢, »e w przyszªo±i, przy dokªadniejszyh danyh
osylayjnyh, tekstura ta bdzie wykluzona. Dla tekstury B3, α0 wynosi
dla obenyh danyh 1.12. Dla nieaktualnyh danyh warto±¢ ta wynosiªa
1.25. Dla tekstury C α0 zmalaªo od warto±i 2.65, wyznazonej dla staryh
danyh osylayjnyh, do warto±i 1.41, szaowanej dla nowyh danyh eks-
perymentalnyh.
Dystrybuje uzyskanyh k¡tów mieszania dla tekstur z dwoma zerami za-
mieszzone s¡ na Rysunku 13 (na stronie 43). Tabela 11 (na stronie 43)
zawiera informaj o warto±iah moduªów maierzy mieszania oraz ró»ni-
ah kwadratów mas przy najmniejszej warto±i χ2 uzyskanej metod¡ AMC
w konfrontaji z warto±iami poz¡tkowymi.
Istotn¡ informaj¡ jest to, »e nie uzyskano »adnyh innyh rozwi¡za«. Ka-
talog mo»liwyh realizaji tekstur II-go typu jest tylko i wyª¡znie zaw»ony.
Podobnie nie ma »adnyh mo»liwyh rozwi¡za« dla ilo±i niezale»nyh zer
maierzy masowej równej lub wikszej od trzeh.
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Rysunek 13: Pierwszy wiersz histogramy dla tekstur A1 i A2, w drugi
wiersz dla tekstur B1 oraz B3, w trzeim dla tekstury C.
i xi x
cent
i A1, A2 B1 −B4 C
1 ∆m232 2.43 · 10−3 2.65 · 10−3 2.55 · 10−3 2.61 · 10−3
2 ∆m221 7.54 · 10−5 8.27 · 10−5 8.35 · 10−5 8.30 · 10−5
3 |Ue1| 0.822 0.828 0.821 0.827
4 |Ue2| 0.54 0.527 0.496 0.557
5 |Ue3| 0.155 0.186 0.277 0.068
6 |Uµ1| 0.355 0.31 0.318 0.462
7 |Uµ2| 0.704 0.713 0.805 0.607
8 |Uµ3| 0.614 0.626 0.498 0.645
9 |Uτ1| 0.443 0.464 0.472 0.318
10 |Uτ2| 0.452 0.460 0.321 0.565
11 |Uτ3| 0.774 0.756 0.820 0.760
Tabela 11: Zmiana warto±i entralnej xcenti w wyniku dziaªania proedury
AMC.
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3.3 Fenomenologizna rekonstrukja maierzy masowej
leptonów w funkji masy najl»ejszego neutrina
Rekonstrukja maierzy masowej neutrin w funkji najl»ejszego neutrina
jest przykªadem metody bottom-up. Jest to metoda która zakªada syme-
tryzn¡, zespolon¡ maierz masow¡ w postai:
Mν =


M11e
iφ1 M12e
iφ2 M13e
iφ3
M12e
iφ2 M22e
iφ4 M23e
iφ5
M13e
iφ3 M12e
iφ2 M33e
iφ6

 , (104)
która jawnie zale»y od 6-iu moduªów oraz 6-iu faz.
Korzystaj¡ z odwrotnej, w sensie maierzowym, relaji do równania (48)
(strona 12):
Mν = U †mdiagU−1, (105)
mo»na wyrazi¢ wszystkie elementy: zarówno moduªy jak i fazy, maierzy
(104) jako funkj:
(Mν)ik = fik (θ12, θ13, θ23, m1, m2, m3, δ, α1, α2, β1, β2, β3) . (106)
Dostaje si w ten sposób odpowiednio±¢ pomidzy wszystkimi 12 elementami
maierzy mieszania i maierzy masowej.
Funkja fik bezpo±rednio zale»y zarówno od fazy Diraa δ jak i faz Majorany
α1, α2 oraz trzeh faz niezyznyh β1, β2, β3. Faza Diraa i fazy Majorany s¡
mierzalne. Z eksperymentów osylayjnyh posiadamy ju» pewne informaje
o fazie δ, oszaowania na jej warto±¢ podane zostaªy w Tabeli (2) na stronie
16. Brak jest jednak jakihkolwiek informaji do±wiadzalnyh o fazah Ma-
jorany.
Metoda omawia w tej z±i bazowa¢ bdzie na wyborze, przy odpowiednio
du»ej statystye, minimalnej i maksymalnej warto±i funkji fik. Z zaªo»e-
nia, prezentowana w tym podrozdziale metoda, jest szersza ni» metoda top-
down prezentowana wze±niej, poniewa» jest bogatsza o dyskusj wszystkih
faz.
Jej elem jest uzyskanie zale»no±i ka»dego moduªu oraz powi¡zanej z ni¡
fazy, maierzy (104) w funkji najl»ejszej masy neutrina.
Aby uzyska¢ informaj o zahowaniu funkji fik postpowano w nastpuj¡y
sposób:
(a) Dla ustalonej hierarhii, masy i»szyh neutrin, wyra»amy przez mas
najl»ejszego. Dla hierarhii normalnej, najmniejsza masa to m1, zatem:
m2 =
√
m21 +∆m
2
21, (107)
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m3 =
√
m21 +∆m
2
31 . (108)
Natomiast dla odwrotnej najmniejsza z mas to m3, zatem:
m2 =
√
m23 +∆m
2
31 +∆m
2
21 , (109)
m1 =
√
m23 +∆m
2
31 . (110)
(b) Ustalaj¡ mas najmniejszego neutrina, pozostaªe parametry losujemy,
ka»dy w zakresie warto±i dozwolonyh bªdami do±wiadzalnymi.
() Przy odpowiednio du»ej próbie losowej wybieramy warto±¢ najmniejsz¡
oraz najwiksz¡ funkji fik, a wi mo»liwy zakres moduªów i faz w
maierzy masowej neutrin.
Tak dobra metodologia pozwala uzyska¢ nie tylko wykresy, z któryh mo»na
odzyta¢ regiony uto»samiane z zerami maierzy masowej, ale równie» bada¢
wpªyw poszzególnyh faz na przebieg zale»no±i fik. Konepja ta zapropo-
nowana zostaªa w pray [51℄.
W pray przyjto, »e przedziaª masy najl»ejszego neutrina zawiera si w za-
kresie m ∼ 0.0001 − 1 eV. Przyjmuje si warto±¢ funkji fik za zero gdy
speªniony jest warunek fik < 10
−6
.
Ustalaj¡, »e parametry osylayjne: θ12, θ23, θ13, a tak»e ró»nie kwadratów
mas ∆m221, ∆m
2
31, losowane s¡ w zakresie swoih bªdów na poziomie 1σ,
wszystkie elementy maierzy masowej przeanalizowane zostaªy przy trzeh
ró»nyh kombinajah parametrów wej±iowyh:
(a) Faza Diraa δ, zmieniaj¡a si w zakresie od 0− 2π.
Fazy Majorany α1, α2, ustalone, równe zero.
Obszar powstaªy na wykresie pomidzy minimaln¡ oraz maksymaln¡
warto±i¡ funkji przy tak dobranyh parametrah jest zakreskowany
na niebiesko.
(b) Faza Diraa δ, zmienia si w zakresie 0− 2π.
Fazy Majorany α1, α2, ustalone równe π/4.
Obszar powstaªy na wykresie pomidzy minimaln¡ oraz maksymaln¡
warto±i¡ funkji przy tak dobranyh parametrah jest zakreskowany
na zerwono.
() Faza Diraa δ oraz fazy Majorany α1, α2, zmieniaj¡a si w zakresie od
0− 2π.
Obszar powstaªy na wykresie pomidzy minimaln¡ oraz maksymaln¡
warto±i¡ funkji przy tak dobranyh parametrah jest zaiemniony na
szaro.
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Dodatkowo przeanalizowany byª zwarty zestaw danyh analogizny do oma-
wianego w punkie () ale przy zaªo»eniu, »e parametry osylayjne: θ12, θ23, θ13,
a tak»e ró»nie kwadratów mas ∆m221, ∆m
2
31, losowane s¡ w zakresie swoih
bªdów na poziomie 3σ. Odpowiadaj¡y tej konguraji parametrów obszar
powstaªy na wykresie pomidzy minimaln¡ oraz maksymaln¡ warto±i¡ funk-
ji jest równy obszarowi szaremu przedªu»onemu o obszar zakreskowany na
szaro.
Uzyskane wykresy zebrane s¡ na Rysunkah od 14 do 19.
Jednoznaznie mo»na stwierdzi¢, »e na poziomie 1σ zabronione s¡ dwie tek-
stury zerowe. Dla parametruM11 (Rysunek 14, obszar jednoliie szary) przy
hierarhii odwrotnej oraz dla parametruM33 (Rysunek 19, obszar jednoliie
szary) dla hierarhii normalnej. Parametry te w jzyku metody top-down
to a oraz f.
Na poziomie 3σ zabroniona jest ju» tylko jedna tekstura, zwi¡zana z elemen-
temM11, przy hierarhii odwrotnej. Dla elementuM33 zwikszenie poziomu
ufno±i bªdów skutkuje obni»eniem minimów funkji f do warto±i które
zgodnie z kryterium przyjmuje si jako zero. Uwidoznione jest to na rysun-
ku 19 jako przedªu»enie jednoliie szarego obszaru o obszar zakreskowany
tym kolorem.
Kolorem niebieskim zakreskowany jest wpªyw fazy Diraa dla ka»dego z ele-
mentów. Nie nale»y naiwnie odzytywa¢ tego obszaru tak jakby rozgranizaª
on z¡stki Diraa od Majorany. Dla z¡stek Majorany faza δ mo»e by¢ te»
ró»na od zera. Jest to ilustraja wkªadu tej fazy w aªy moduª elementu ma-
ierzowego.
Moduªy te mog¡ w ogólno±i zmienia¢ si w aªym zakresie szarego pola dla
bªdów na poziomie 1σ. Dla bªdów na poziomie 3σ przebieg minimów funk-
ji f rozszerzony jest o obszar zakreskowany na szaro. Maksima tej funkji
nie s¡ istotne dla obenyh rozwa»a« dlatego nie s¡ one uwidoznione na
rysunkah.
Przy rozpatrywaniu moduªów |Mik| fazy niezyzne nie maj¡ znazenia. Wy-
nika to z faktu, »e elementy (Mik) zale»¡ od tyh faz w sposób:
(Mik) ∼ e−iβie−iβk (Mik)′ , (111)
gdzie ze wzorów (32) oraz (50) mamy:
(Mik)′ =
(
U∗Df
∗
MMdiagf
∗
MU
†
D
)
ik
, (112)
zatem moduªy maierzy masowej s¡ od tyh faz niezale»ne. Istotnym wnio-
skiem pªyn¡ym z analizy uzyskanyh wyników jest to, »e dla ustalonyh war-
to±i faz Majorany moduªy maierzy masowej nie musz¡, mimo zmienno±i
reszty parametrów od któryh zale»y funkja f d¡»y¢ do zera. Na rysunkah
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reprezentowane jest to przez obszary zakreskowane na zerwono. Innymi sªo-
wy, natura Majorany neutrin nie jest warunkiem wystarzaj¡ym istnienia
tekstur zerowyh. Tylko w pewnym zakresie faz Majorany moduªy elemen-
tów maierzowyh mog¡ by¢ równe zero.
Istnieje wiele pra [71, 98℄ w któryh autorzy kre±l¡ zale»no±i moduªów
maierzy masowej od najl»ejszego neutrina, w tyh analizah fazy ªamania
symetrii CP nie s¡ brane pod uwag. Wpªyw faz Majorany i udziaª faz Diraa
w tyh zale»no±iah, s¡ tu prezentowane po raz pierwszy.
Fazy elementów maierzy masowej neutrin (φ1, . . . , φ6) (104) nie podlegaj¡
pomiarowi, a wi nie s¡ przedmiotem analizy.
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Rysunek 14: Zale»no±¢ moduªu maierzy masowej neutrin |M11| od masy
najl»ejszego neutrina. Na szaro zaznazony obszar w którym faza Diraa i
fazy Majorany s¡ dowolne (obszar peªny - bªdy na poziomie 1σ, obszar peªny
plus kreskowany - bªdy na poziomie 3σ). Na niebiesko zaznazony jest obszar
w którym fazy Majorany wynosz¡ zero. Na zerwono zaznazony jest obszar
w którym faza Diraa jest dowolna a fazy Majorany ustalone (π/4).
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Rysunek 15: Zale»no±¢ moduªu maierzy masowej neutrin |M12| od masy
najl»ejszego neutrina. Dalszy opis jak na Rys. (14).
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Rysunek 16: Zale»no±¢ moduªu maierzy masowej neutrin |M13| od masy
najl»ejszego neutrina. Dalszy opis jak na Rys. (14).
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Rysunek 17: Zale»no±¢ moduªu maierzy masowej neutrin |M22| od masy
najl»ejszego neutrina. Dalszy opis jak na Rys. (14).
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Rysunek 18: Zale»no±¢ moduªu maierzy masowej neutrin |M23| od masy
najl»ejszego neutrina. Dalszy opis jak na Rys. (14).
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Rysunek 19: Zale»no±¢ moduªu maierzy masowej neutrin |M33| od masy
najl»ejszego neutrina. Dalszy opis jak na Rys. (14).
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4 Nieabelowe dyskretne grupy symetrii maie-
rzy masowej leptonów
W poprzednim rozdziale rozpatrywane byªy pewne wªasno±i maierzy
masowej neutrin, polegaj¡e na przyjiu zaªo»enia o zerowaniu si jej ele-
mentów. Zawsze tak¡ wªasno±¢ maierzy masowyh mo»na wyja±ni¢ istnie-
niem pewnyh sko«zonyh symetrii abelowyh.
Inna próba wyja±nienia mieszania PMNS polega na przyjiu relaji po-
midzy elementami maierzy masowejMν , wynikaj¡yh z istnienia symetrii
nieabelowej. Próbujemy znale¹¢ tak¡ transformaj pomidzy rodzinami neu-
trin i leptonów naªadowanyh, które dadz¡ zgodne z eksperymentem, relaje
pomidzy elementami maierzy masowej.
Prezentowana w tym rozdziale dyskusja ma harakter opisowy [99, 100℄,
nie dysponujemy na razie wªasnymi wynikami numeryznymi.
4.1 Symetrie nieabelowe w Modelu Standardowym i je-
go rozszerzeniah
W Modelu Standardowym opartym o symetri ehowania opisan¡ gru-
p¡ SUL(2) ⊗ UY (1) hiralne lewe stany z¡stek transformuj¡ si wzgldem
reprezentaji dwuwymiarowej, tworz¡ dublety:
QαL =
(
uαL
dαL
)
, LαL =
(
ναL
lαl
)
, (113)
natomiast stany prawe s¡ singletami grupy ehowania:
uαR, dαR, ναR, lαR . (114)
Lagran»jan Yukawy w poszerzonym MS, w którym neutrina posiadaj¡ mas
ma posta¢:
LY =−
∑
α,β
(
huα,β
[
Q¯αLΦuβR
]
+ hdα,β
[
Q¯αLΦ˜dβR
]
+
+hlα,β
[
L¯αLΦ˜lβR
]
+ hνα,β
[
L¯αLΦνβR
])
.
(115)
gdzie, Φ jest dubletem Higgsa:
Φ =
(
Φ0
Φ−
)
, natomiast Φ˜ = iσ2Φ∗ , (116)
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huα,β , h
d
α,β, h
l
α,β, h
ν
α,β s¡ maierzami Yukawy.
Po spontaniznym zªamaniu symetrii:
〈Φ˜〉 = − 1√
2
(
0
v
)
, 〈Φ〉 = 1√
2
(
v
0
)
, (117)
otrzymujemy ztery maierze masowe dla kwarków i leptonów
Muα,β =
vhuα,β√
2
, Mdα,β =
vhdα,β√
2
, M lα,β =
vhlα,β√
2
, Mνα,β =
vhνα,β√
2
. (118)
daj¡e Lagran»jan masowy postai:
Lmass =−
∑
α,β
([
u¯αLM
u
α,βuβR
]
+
[
d¯αLM
d
α,βdβR
]
+
[
l¯αLM
l
α,βlβR
]
+
[
ν¯αLM
ν
α,βνβR
])
.
(119)
W ogólno±i maierze (118) s¡ maierzami zespolonymi o wymiarze 3. Dla
neutrin Majorany s¡ zespolonymi maierzami symetryznymi. Dokªadna dys-
kusja maierzy masowej neutrin jest przedmiotem pierwszego rozdziaªu pra-
y.
Zaªo»yli±my, »e neutrina maj¡ natur Diraa. Dla neutrin Majorany musimy
przyj¡¢:
νβR = Cν¯
T
βL . (120)
Podobnie, gdy istniej¡ neutrina sterylne, posta¢ (119) dla lekkih neutrin nie
ulega zmianie, natomiast:
Mν →MνL −MDM−1R MTD . (121)
Symetrie pomidzy elementami maierzy leptonów mo»emy rozwa»a¢ w MS
a tak»e w jego rozszerzeniah. Wyhodz¡ poza MS, mo»na rozwa»a¢ wiej
multipletów Higgsa, na przykªad:
• NS singletów: Hm, m = 1, 2, . . . , NS,
• Nd dubletów: Φi, i = 1, 2, . . . , Nd, gdzie: Φ =
(
φ0i
φ−i
)
,
• Nt trypletów: ∆n, n = 1, 2, . . . , Nt, gdzie: ∆n =
(
∆+n
√
2∆++n
∆0n −∆+n
)
.
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Jak zobazymy takie rozszerzenia bd¡ koniezne. Niektóre pola Higgsa po-
jawiaj¡ si jako pola awonowe. W najogólniejszej sytuaji mehanizm nada-
wania masy dopuszza sprz»enie z ró»nymi polami Higgsa.
Oznazmy dowolne z wymienionyh pól fermionowyh jako:
ψα = {QαLlub uαR, dαR;LαLlub lαR, ναR} . (122)
Zaªó»my, »e istnieje sko«zona rodzinna symetria G wedªug której transfor-
muj¡ si zarówno pola reprezentowane przez dublety jak i pola reprezen-
towane przez singlety. Nieh dla ka»dego z pól ψα istniej¡ trójwymiarowe
maierze reprezentaji P grupy G oznazone jako Aψp , oraz odpowiednio wy-
miarowe maierze reprezentaji grupy G dla multipletów Higgsa, oznazone
np. dla dubletów jako AΦp .
Rozpatrzmy symetri rodzinn¡ G dla zªonów Yukawy na przykªadzie neu-
trin. Symetria ta dla innyh pól, realizowana jest analogiznie. W Modelu
Standardowym wzgldem zakªadanej symetrii, zªon Yukawy:
LY = −
∑
α,β=e,µ,τ
hνα,β
[
L¯αLΦνβR
]
, (123)
musi by¢ niezmiennizy. Powy»szy Lagran»jan zapisany jest dla jednego pola
Higgsa.W sytuaji ogólnej przyjmuje on form (gdy mamy na przykªad Nd
dubletów Higgsa):
LY = −
∑
α,β=e,µ,τ
Nd∑
i=1
L¯αL (h
ν
i )α,β ΦiνβR (124)
Zakªadamy, »e pola w Lagran»janah (123) i (124) transformuj¡ si w sposób:
L′αL =
∑
α=e,µ,τ
(ALp )αχLχR , (125)
dla dubletów, dla singletów:
ν ′βR =
∑
α=e,µ,τ
(Aνp)βδνδR , (126)
oraz dla pól Higgsa:
Φ′i =
Nd∑
k=1
(AΦp )ikLk . (127)
Po takiej transformaji pól Lagran»jan (124) przyjmuje posta¢:
L′Y =−
Nd∑
i=1
[
(AL∗p )α,χL¯χL
]
(hνi )α,β
Nd∑
i=1
[
(AΦp )i,kΦk
] [
(Aνp)β,δνδR
]
=
= −
Nd∑
k=1
L¯χL(h˜
ν
k)χ,δΦkνδR ,
(128)
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Przyjmujemy w dalszym i¡gu konwenj, i» nie piszemy jawnie sum po za-
pahu, zyli: ∑
α
AαBα ≡ AαBα . (129)
Parametry Yukawy (h˜νk)χ,δ (Rów. (128)) po transformaji wyra»aj¡ si w
sposób:
(h˜νk)χ,δ =
Nd∑
i=1
(AL†p )χ,α(h
ν
i )α,β(A
Φ
p )i,k(A
ν
p)β,δ =
=
Nd∑
i=1
(
(AL†p h
ν
iA
ν
p)
)
χ,δ
(AΦp )i,k .
(130)
Dokonanie transformaji pól (125) - (127) nie zmienia aªego Lagran»janu
naszego modelu oddziaªywa« elektrosªabyh. Interesuje nas symetria maie-
rzy masowyh wynikaj¡yh z oddziaªywa« Yukawy, tak wi zakªadamy, »e:
(123) oraz (128) s¡ równe:
LY = L
′
Y . (131)
St¡d otrzymamy równo±¢ maierzy Yukawy przed i po transformaji:
(h˜νk)χ,δ = (h
ν
k)χ,δ . (132)
Tak wi:
Nd∑
i=1
(
AL†p (h
ν
i )(A
Φ
p )i,kA
ν
p
)
χ,δ
= (hνk)χ,δ , (133)
i podobnie dla leptonów naªadowanyh:
Nd∑
i=1
(
AL†p (h
l
i)(A
Φ
p )i,kA
l
p
)
χ,δ
= (hlk)χ,δ . (134)
Przyjmuj¡, »e ka»de pole Higgsa jest u»yte do spontaniznego zªamania
symetrii, maierz masowa ma posta¢:
• przed transformaj¡ symetrii:
(Mν)αβ =
1√
2
Nd∑
i=1
vi(h
ν
i )αβ , (135)
• i po transformaji symetrii:
(M ′ν) =
1√
2
Nd∑
i=1
v˜i(h˜
ν
i )αβ . (136)
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Potenjaª Higgsa V (Φ) jest symetryzny:
V (Φ′i) = V (Φi) , (137)
a wi jego minimum przed i po transformaji pol Φi jest w tym samym
punkie, st¡d:
v˜i = vi (138)
i bior¡ pod uwag równanie (132) otrzymujemy symetryzno±¢ maierzy
masowej:
M ′ν = Mν . (139)
W ogólnym przypadku mamy wi (patrz równanie (130)):
M ′ν = AL†p M˜
νAνp , (140)
gdzie:
M˜ν =
1√
2
Nd∑
i,k=1
vkh
ν
i (A
Φ
p )i,k , (141)
jest ró»ne od maierzy masowej przed transformaj¡
M˜ν 6= 1√
2
Nd∑
k=1
vkh
ν
k ≡Mν . (142)
W ogólno±i równo±¢ zahodzi tylko w przypadku, gdy Nd = 1, wtedy
(AΦp )ik = δik , (143)
i mamy:
M˜ν = Mν . (144)
Jak zobazymy za hwil rozró»nienie jest bardzo wa»ne. W przypadku jednej
z¡stki Higgsa mamy bowiem:
M ′ν = Mν = AL†MνAνp . (145)
Wszystkie powy»sze rozwa»ania mo»emy powtórzy¢ dla leptonów naªadowa-
nyh. Z relaji (134) otrzymamy:
M ′l = AL†p M˜
lAlp , (146)
gdzie
M˜ l = − 1√
2
Nd∑
i,k=1
vkh
l
i(A
Φ
p )i,k , (147)
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a wi tak»e w ogólno±i:
M˜ l 6= M l . (148)
Równo±¢ mamy dla jednej z¡stki Higgsa jak w MS i wtedy:
M ′l = M l = AL†p M
lAlp . (149)
W dalszym i¡gu, dalej w ramah MS, maj¡ relaje (146) oraz (149) bdzie-
my rozpatrywa¢ hermitowskie maierze:
M lM l† oraz MνMν† . (150)
Dla nih mamy bowiem:
M lM l† = AL†p M
lAlpA
l†
pM
l†ALp = A
L†
p (M
lM l†)ALp (151)
i podobnie:
MνMν† = AL†p (M
νMν†)ALp . (152)
Z relaji tyh wynika, »e zarówno maierz MLML† jak i MνMν† komutuj¡ z
unitarnymi maierzami reprezentaji grupy symetrii G:
[MLML†, ALp ] = 0, [M
νMν†, ALp ] = 0 . (153)
Te unitarne kwadraty maierzy masowyh maj¡ po diagonalizaji na prze-
k¡tnej, odpowiednio kwadraty mas leptonów naªadowanyh i neutrin jako
warto±i wªasne:
U l†LM
lU lR = (M
l)diag, U
ν†
L M
νUνR = (M
ν)diag . (154)
(UνR = U
ν∗
L dla neutrin Majorany)
Wiemy, »e s¡ trzy ró»ne masy leptonów naªadowanyh i trzy ró»ne masy
neutrin, a wi maierze masowe nie s¡ zdegenerowane. Wiemy te», »e ma-
ierze komutuj¡e maj¡ wspólne wektory wªasne. Tak wi z (153) wynika,
»e maierze:
M lM l†, MνMν† oraz ALp , (155)
maj¡ wspólne wektory wªasne. Je»eli poza tym maierze s¡ niezdegenero-
wane, to te wspólne wektory wªasne, które z zaªo»enia s¡ unormowane, s¡
okre±lone z dokªadno±i¡ do faz.
Interesuj¡ nas maierze diagonalizuj¡e M l† oraz Mν†, z nih bowiem zbu-
dowana jest maierz PMNS. Mamy wi:
M lM l† → U l†LM lU lRU l†RM l†U lL = U l†L (M lM l†)U l = (M l)2diag , (156)
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MνMν† → Uν†L MνUνRUν†R Mν†UνL = Uν†L (MνMν†)Uν = (Mν)2diag . (157)
Wiemy, te» »e unitarne maierze diagonalizuj¡e, a wi U lL oraz U
ν
L s¡ zbu-
dowane z unormowanyh wektorów wªasnyh odpowiednio maierzy M lM l†
oraz MνMν†, o wida¢ z relaji (na przykªad dla leptonów naªadowanyh):
(M lM l†)U lL = U
l
L(M
l)2diag . (158)
Bardziej preyzyjnie kolumny maierzy U lL to, z dokªadno±i¡ do fazy, s¡
wektorami wªasnymi maierzy M lM l†.
Z dyskusji powy»szej (patrz (155)) wiemy, »e maierze M lM l† oraz MνMν†
maj¡ wspólne wektory wªasne, a wie tak»e maierze U lL oraz U
ν
L z dokªad-
no±i¡ do fazy, maj¡ takie same kolumny , zyli w ogólno±i:
UνL = U
l
LF , (159)
gdzie:
F = diag(eiη1 , eiη2 , eiη3) . (160)
St¡d wynika, »e w maierz mieszania PMNS w pr¡dzie naªadowanym:
UPMNS = U
l†
L U
ν
L = U
l†
L U
l
LF = F , (161)
jest diagonaln¡ maierz¡ trzeh faz, o jak wiemy nie jest zgodne z danymi
eksperymentalnymi (patrz rozdziaª 2). Jak zobazymy za hwil, aby otrzy-
ma¢ w MS akeptowaln¡ maierz mieszania UPMNS , symetria rodzinna musi
by¢ zªamana.
W przypadku wikszej lizby z¡stek Higgsa sytuaja taka nie ma miejsa,
z równa« (140) (146) mamy bowiem:
M lM l† = AL†p (M˜
lM˜ l†)ALp i M˜
lM˜ l† 6= M lM l† , (162)
i podobnie:
MνMν† = AL†p (M˜
νM˜ν†)ALp i M˜
νM˜ν† 6= MνMν† . (163)
Relaja komutaji (153) nie ma miejsa, a wi nie ma zwi¡zku pomidzy
wektorami wªasnymi maierzy M lM l† oraz MνMν†. W takim razie kolumny
maierzy diaginalizuj¡yh U lL oraz U
ν
L (patrz (156) i (157)), za ka»dym razem
równe wektorom wªasnym M lM l† oraz MνMν†, nie s¡ ze sob¡ powi¡zane
i relaje (159) oraz (161) nie maj¡ miejsa. Aby wi otrzyma¢ ró»n¡ od
diagonalnej maierz PMNS nie musimy ªama¢ symetrii rodzinnej G.
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W przypadku Modelu Standardowego aby otrzyma¢ UPMNS 6= F musi-
my zaªo»y¢, »e lewe pola leptonów naªadowanyh lL i neutrin νL musz¡ si
transformowa¢ w ró»ny sposób, a wi nie mo»e by¢ wspólnej transformaji
dla dubletów: (
νL
lL
)
⇒ ALp
(
νL
lL
)
(164)
i zamiast tego powinno by¢:
νL ⇒ ALν νL oraz lL ⇒ ALl lL z ALν 6= ALl . (165)
Takiego zªamania symetrii nie mo»emy zakªada¢ na poz¡tku, gdy» Lagran»-
jan MS nie byªby niezmiennizy, a to byª nasz wyj±iowy warunek. Zªama-
nie symetrii rodzinnej mo»e by¢ spontanizne. Grupa symetrii rodzinnej nie
powinna by¢ i¡gªa. Wiemy bowiem, »e zªamanie globalnej i¡gªej syme-
trii powoduje pojawienie si bezmasowyh z¡stek Goldstona, a tego hemy
unikn¡¢. Zakªada si wi, »e grupa symetrii jest dyskretna.
W prezentowanej w pray literaturze dyskutowane s¡ dwa sposoby ªama-
nia symetrii rodzinnej. Obie klasy modeli zakªadaj¡, »e globalna symetria
rodzinna, po spontaniznym zªamaniu manifestuje si poprzez szz¡tkowe
pozostaªo±i zakªadanej symetrii.
Modele funkjonuj¡e w »argonie jako proste zakªadaj¡, »e po zªamaniu
globalnej symetrii rodzinnej pojawiaj¡ si dwie ró»ne jej podgrupy:
G → {G,F}. (166)
Jedna z nih kojarzona jest z leptonami naªadowanymi (najz±iej oznaza-
na jako F ) natomiast druga z neutrinami (najz±iej oznazana jako G).
Leptonowa maierz mieszania wyznazana jest jednoznaznie z symetrii. Po-
dej±ie to bazuje na zaªo»eniu, »e grupa symetrii Kleina Z2 × Z2 maierzy
masowej neutrin jest identykowana z podgrupami globalnej symetrii G. Naj-
z±iej do zrealizowania tej klasy modeli wymagane jest rozszerzenie sektora
Higgsa, ale nie jest to warunek koniezny [60℄.
Dla klas modeli okre±lane jako zªo»one symetria Kleina maierzy maso-
wej neutrin nie jest identykowana z »adn¡ z podgrup globalnej symetrii G.
Symetri G oraz F s¡ dyktowane mehnizmem seesaw I-go rodzaju.
Jako naturalne przyjmuje si, »e grupa G jest podgrup¡ SU(3) [101℄.
Do hwili obenej, w poszukiwaniu globalnej symetrii G, przebadane zostaªy
wszystkie grupy do rzdu 511 [102℄. W oenie autora rozprawy prezentuje
ona najlepsze, bo pozwalaj¡e porówna¢ zaªo»enia teoretyzne z ewidenj¡
eksperymentaln¡, kryterium istnienia globalnej symetrii. Jest to praa, która
opiera si na metodzie diret i bazuje na twierdzeniu, »e ka»dy proes mie-
szania prowadzi do symetrii Z2×Z2 w maierzy masowej neutrin Majorany i
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symetrii Z3 w maierzy masowej leptonów naªadowanyh. Szz¡tkowe grupy
G oraz F s¡ ilozynami póªprostymi globalnej symetrii G, o jest kluzowe dla
modelowania maierzy mieszania leptonów i neutrin. W szzególno±i oznaza
to, »e nie mo»na zdiagonalizowa¢ równoze±nie w tym ilozynie póªprostym
wszystkih generatorów grup Z3 i Z2. Ka»da z tyh grup osobno, ozywi-
±ie, mo»e by¢ zaprezentowana przez diagonalne maierze 3-wymiarowe. To
odstpstwo od wspóªdiagonalizaji w ilozynie póªprostym jest równoze-
±nie ¹ródªem nietrywialno±i maierzy mieszania. Wielko±i¡ koduj¡a ten
efekt, uzyskan¡ bezpo±rednio z reprezentaji grup G, jest tzw wektor miesza-
nia (mixing vetor). Aby zwerykowa¢ istnienie globalnej symetrii G jest on
bezpo±rednio porównywany z odpowiednimi kolumnami maierzy PMNS za
po±rednitwem testów statystyznyh.
Poniewa» próby powi¡zania mieszania z nieabelow¡ symetri¡ rodzinn¡ nie
daj¡ rezultatu, w literaturze m. in. postuluje si dokªadniejsze przebadanie
tekstur zerowyh i kryj¡yh si za nimi symetrii abelowyh. Jednoze±nie
wskazuje si na potrzeb uzyskania dokªadnyh danyh eksperymentalnyh
pohodz¡yh z eksperymentów osylayjnyh neutrin. Z fenomenologiznego
punktu widzenia ratunkiem dla konepji istnienia rodzinnyh symetrii nie-
abelowyh jest wª¡zenie w sposób daj¡y mo»liwo±¢ werykaji z do±wiad-
zeniem takih konepji jak: rozpatrzenie modeli zakªadaj¡yh sprz»enie
z inn¡ ni» w MS z¡stk¡ Higgsa a tak»e rozszerzenie rozwa»a« o neutrina
sterylne, zarówno przy zaªo»eniu obowi¡zywania MS oraz jego rozszerze«.
Jest to przedmiotem bie»¡ej pray autora.
4.2 Zwi¡zek midzy wyborem bazy dla leptonów naªa-
dowanyh a symetri¡ rodzinn¡
Najz±iej wszystkie rozwa»ania dotyz¡e symetrii horyzontalnej prze-
prowadza si w bazie w której fermiony dolne a wi kwarki d i naªadowane
leptony, s¡ zyzne, a wi maj¡ okre±lon¡ mas.
Rozwa»my t kwesti i zobazmy jakie zmiany s¡ koniezne i zy symetria
rodzinna w bazie zyznej jest inna w porównaniu z baz¡ masow¡. Tak jak
poprzednio wprowad¹my wektory zbudowane ze stanów zapahowyh. Dla
leptonów naªadowanyh:
LL =


el
νL
τL

 , LR =


eR
µR
τR

 , (167)
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oraz dla neutrin:
NL =


νeL
νµL
ντL

 , NR =


νeR
νµR
ντR

 , (168)
Maierze masowe w wyj±iowyh stanah zapahowyh s¡ okre±lone nastpu-
j¡o:
Llmass = −L¯LαM lαβLRβ + h.c. , (169)
oraz:
Lνmass = −N¯LαMναβNRβ + h.c. . (170)
Po transformaji unitarnej (gdzie stany zyzne oznazamy indeksem i)
LLα ⇒
3∑
i=1
(U lL)αiLLi, LRα ⇒
3∑
i=1
(U lR)αiLRi , (171)
otrzymamy Lagran»jan masowy:
Llmass = −L¯Li(U l†L )iαM lαβ(U lR)βkLRk + h.c. = −
3∑
i=1
mliL¯LiLRi + h.c. (172)
podobnie dla neutrin:
Lνmass = −N¯Li(Uν†L )iαMναβ(UνR)βkNRk + h.c. = −
3∑
i=1
mνi N¯LiNRi + h.c. (173)
Nieh:
(U lL)αi ≡ Sαi ≡ Sαβ , (174)
gdzie tym razem stan masowy i oznazyli±my przez β, aby podkre±li¢, »e
w tym wypadku stan masowy jest to»samy ze stanem zapahowym.
Dokonajmy na wszystkih stanah zapahowyh identyznej transformaji:
LL ⇒ SLL, LR ⇒ SLR , (175)
NL ⇒ SNL, NR ⇒ SNR , (176)
Z symetrii Lorentza wynika, »e aªy Lagran»jan MS (ale tak»e w przypadku
uogólnie« MS) z wyj¡tkiem Lagran»janu Yukawy, nie ulega zmianie przy ta-
kiej transformaji.
Dokonuj¡ transformaji (175) i (176) maierze masowe (169) i (170) prze-
ksztaªaj¡ si odpowiednio:
Llmass = −L¯L(S†M lS)LR + h.c. (177)
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oraz:
Lνmass = −N¯L(S†MνS)NR + h.c. (178)
W nowej bazie zdiagonalizujmy nasze maierze masowe:
Llmass = −L¯(U ′l†L S†M lSU ′lR)LR + h.c. = −LL(S†M lU lR)LR + h.c. =
=
∑
α
mlαL¯LαLRα + h.c. ,
(179)
gdzie przyjli±my U ′lL = I oraz SU
′l
R = U
l
R a tak»e:
Lνmass = −N¯L(U ′νL S†MνSU ′νR )NR+h.c. = −N¯L(Uν†L MνUνR)NR+h.c. , (180)
gdzie tym razem SU ′νL = U
ν
L oraz SU
′ν
R = U
ν
R. Po takiej transformaji leptony
naªadowane maj¡ okre±lon¡ mas natomiast nowa maierz masowa neutrin
jest diagonalizowana transformaj¡ biunitarn¡ z nowymi maierzami:
U ′νL = S
†UνL oraz U
′ν
R = S
†UνR . (181)
W tej nowej bazie, maierz mieszania:
UPMNS = U
′l
L , (182)
w pr¡dzie naªadowanym:
L¯Lγ
µ(1− γ5)NL → L¯L(U l†LUνL)γµ(1− γ5)NL = L¯LU ′νL γµ(1− γ5)NL , (183)
jest wi równa maierzy diagonalizuj¡ej kwadrat maierzy masowejMνMν†.
W naszej nowej bazie maierz masowa neutrin ma posta¢:
M ν = S†MνS , (184)
a tak»e:
M νM ν† = S†(MνMν†)S . (185)
Je»eli wie istniaªa symetria rodzinna w starej bazie:
[MνMν†, Alp] = 0 , (186)
to w nowej bazie te» bdzie istniaªa symetria rodzinna:
[M νM ν†, A′lp ] = 0 , (187)
gdzie:
A′lp = S
†AlpS . (188)
Nowe maierze A′lp s¡ poª¡zone se starymi A
l
p transformaj¡ podobie«stwa,
która opisuje tylko zmian¡ bazy i nie zmienia symetrii:
G = {A′l,...} = {Alp, . . .} = G . (189)
W ten sposób po zmianie bazy symetrie rodzinne nie zmieniaj¡ si.
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5 Podsumowanie
Z analizy dyskretnyh nieabelowyh symetrii rodzinnyh wynika, »e nie
mo»na ih trywialnie zrealizowa¢. Wikszo±¢ dostpnyh pra dotyz¡yh
takih symetrii konentruje si gªównie na zaªo»eniu, »e wyj±iowym mode-
lem jest Model Standardowy, w którym wystpuj¡ trzy generaje kwarków i
leptonów (bez neutrin sterylnyh) oraz podstawowy sektor Higgsa z jednym
dubletem. Dla takiego konwenjonalnego MS poszukiwanie symetrii rodzin-
nej, z nowymi danymi dla neutrinowej maierzy mieszania, szzególnie dla
k¡ta ró»nego od zera zako«zyªo si askiem. Przebadano ró»ne grupy sko«-
zone a» do rzdu 511 nie otrzymuj¡ zgodno±i z do±wiadzeniem. Pomimo
tego, i» prae z tej masowej z±i zyki zapahu trwaj¡ ju» do±¢ dªugo
problem wi¡» nie jest rozwi¡zany.
Wnioskiem z analiz w tym obszarze jest koniezno±¢ rozszerzenia prowa-
dzonyh bada«. W szzególno±i o konepje takie jak: szzegóªowe przeba-
danie teorii z bogatszym sektorem Higgsa - teorii z dwoma dubletami oraz
trypletem, a tak»e rozwa»enie sytuaji w której opróz trzeh aktywnyh neu-
trin pojawiaj¡ si neutrina sterylne (jedno lub wiej) a sektor Higgsa ma
struktur standardow¡ lub rozbudowan¡.
O ile powikszenie sektora kwarkowego i sektora naªadowanyh leptonów
jest trudne do zaakeptowania (dane do±wiadzalne silnie ogranizaj¡ takie
hipotezy), to przyjie rozszerzonego sektora neutrinowego i innego sektora
ªami¡ego symetri ehowania jest i¡gle rozwa»ane. Poza tym, do tej pory
analizowane modele przyjmuj¡ w zasadzie, »e ta sama symetria zapahowa
obowi¡zuje dla fermionów górnyh (neutrina i kwarki typu up oraz dol-
nyh (leptony naªadowane i kwarki typu down), o w ogólno±i prowadzi
do diagonalnej maierzy mieszania.
Brak globalnej symetrii nieableowej byª impulsem do uwa»niejszyh ana-
liz symetrii abelowyh. W zasie gdy obowi¡zywaª shemat TBM, który w
du»ej zgodno±i z do±wiadzeniem wynikaª z symetrii nieabelowyh, nie byªo
koniezno±i stosowania grup ykliznyh. Spowodowaªo to odwrót od rozwa-
»ania konepji je zakªadaj¡yh. Wobe silnej falsykaji shematu TBM,
wynikaj¡ej z dokªadniejszyh oszaowa« warto±i parametrów maierzy mie-
szania neutrin, konepja symetrii abelowyh staªa si ponownie popularna.
Grupy yklizne zawsze mo»na uto»samia¢ z zerami maierzy masowej neu-
trin. Daje to u»ytezne narzdzie werykaji istnienia zakªadanyh symetrii.
W rozprawie doktorskiej zaprezentowane zostaªy dwie grupy modeli rozwa»a-
nyh przy zaªo»eniu, »e za ksztaªtem maierzy masowej neutrin, a o za tym
idzie ksztaªtem leptonowej maierzy mieszania, kryj¡ si symetrie abelowe.
Zakªadaj¡ zerowe warto±i konkretnyh elementów maierzy masowej neu-
trin, przebadane zostaªy mo»liwe realizaje tekstur zerowyh zarówno dla
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starszyh, nieaktualnyh ju» danyh osylayjnyh jak i dla danyh bie»¡-
yh. Przedstawiona zostaªa autorska metoda werykaji istnienia mo»liwyh
tekstur zerowyh, bazuj¡a na numeryznyh oblizeniah Monte Carlo. Po-
kazano, »e wraz z dokªadniejszymi eksperymentalnymi oszaowaniami warto-
±i moduªów elementów maierzy mieszania, ilo±¢ mo»liwyh ró»nyh tekstur
zerowyh ulega ogranizeniu. Dla nieaktualnyh ju» danyh osylayjnyh
mo»liwe byªo siedem niezale»nyh tekstur z dwoma ró»nymi zerami oraz za-
broniona byªa jedna tekstura z jednym zerem. Preferowane byªy oba shema-
ty masowe dla neutrin zarówno shemat normalny jak i odwrotny. W ±wietle
aktualnyh danyh osylayjnyh ilo±¢ tekstur z dwoma zerami zostaªa ogra-
nizona do piiu, przy jednozesnej preferenji normalnego shematu ma-
sowego. Utrzymany jest wniosek o tym, »e nie realizowana jest tylko jedna
tekstura zakªadaj¡a jedno zero.
W drugiej z±i rozdziaªu 3 zaprezentowana zostaªa analiza wpªywu poszze-
gólnyh faz zyznyh na zale»no±¢ moduªu elementu maierzy masowej od
masy najl»ejszego neutrina. Fazy niezyzne nie daj¡ »adnego wkªadu do
moduªu elementu maierzy masowej neutrin. Metoda ta zostaªa zaaplikowa-
na do werykaji istnienia tekstur z jednym zerowym elementem maierzy
masowej neutrin. Potwierdzone zostaªo, »e na poziomie zgodno±i 3σ niere-
alizowana jest tylko jedna tekstura. Wyprowadzony jest wniosek o tym, »e
tylko dla pewnyh zakresów faz Majorany, moduªy elementów maierzowyh
mog¡ by¢ równe zero. Taka zale»no±¢ nie byªa wze±niej dyskutowana w lite-
raturze.
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Dodatek A Podstawowe denije
Maierze Pauliego deniujemy jako:
σ0 =
(
1 0
0 1
)
, ~σ =
((
0 1
1 0
)
,
(
0 −i
i 0
)
,
(
1 0
0 −1
))
. (190)
Wykorzystuj¡ powy»sz¡ denije (190) mo»na skonstruowa¢ dwa wektory:
σµ = (σ0,−~σ) oraz σˆµ = (σ0, ~σ) . (191)
Czterowymiarowe maierze (µ = 0, 1, 2, 3) to tak zwane maierze Diraa
speªniaj¡e nastpuj¡e relaje antykomutaji:
{γµ, γν} ≡ γµγν + γνγµ = 2gµν (192)
oraz:
γ0γµ†γ0 = γµ. (193)
Stosowana w tej pray reprezentaja maierzy γµ zwana jest reprezentaj¡
hiraln¡ (Weyla) i przyjmuje nastpuj¡¡ posta¢:
γµ =
(
0 σµ
σˆµ 0
)
, (194)
zyli:
γ0 =
(
0 1
1 0
)
, ~γ =
(
0 −~σ
~σ 0
)
. (195)
Wykorzystuj¡ maierze (194) mo»na zdeniowa¢ maierz hiralno±i γ5:
γ5 = iγ0γ1γ2γ3 =
(
1 0
0 −1
)
. (196)
Stany:
γ5ψ = −ψ , (197)
nazywamy lewoskrtnymi, natomiast stany:
γ5ψ = +ψ , (198)
przez analogi - prawoskrtnymi.
Nieh ψ bdzie zterokomponentowym spinorem. Deniujmy opertory rzu-
towe PL, PR:
ψL = PLψ ≡ 1
2
(1− γ5)ψ , (199)
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ψR = PRψ ≡ 1
2
(1 + γ5)ψ. (200)
Lewoskrtne (199) i prawoskrtne (200) spinory opisuj¡ stany wªasne opera-
tora hiralno±i (196) odpowiadaj¡e warto±iom wªasnym ±1.
Zauwa»my nastpuj¡e wªasno±i operatorów rzutowyh:
P 2L = PL , (201)
P 2R = PR , (202)
0 = PLPR = PRPL , (203)
I = PL + PR . (204)
Z relaji (204), dowolny bispinor mo»na przedstawi¢ jako sum dwu wkªadów
o przeiwnyh hiralno±iah:
ψ = Iψ = PLψ + PRψ ≡ ψL + ψR . (205)
Pohodn¡
←→
∂µ , deniuje si jako:
←→
∂µ ≡ −→∂µ −←−∂µ, (206)
o oznaza, »e dla dowolnyh spinorów ψ1 i ψ2:
ψT1
←→
∂µψ2 = ψ
T
1 (∂µψ2)−
(
∂µψ
T
1
)
ψ2 . (207)
Ze wzgldu na neutralny harakter neutrin istnieje mo»liwo±¢ narzuenia do-
datkowego warunku (tzw. warunek Majorany):
ψ = Cψ¯T = ψc, (208)
gdzie:
ψ¯ = ψ†γ0 , (209)
natomiast C to operaja sprz»enia ªadunkowego transformuj¡a z¡stk w
jej antyz¡stk:
ψ(x)→ ψc(x) = Cψ¯T (x) = −γ0Cψ∗(x) (210)
ψ¯(x)→ ψ¯c(x) = −ψT (x)C†, (211)
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speªniaj¡a nastpuj¡e wªasno±i:
CγTµ C−1 = −γµ, C† = C−1, CT = −C. (212)
Podobnie dla stanów lewyh i prawyh:
ψL → (ψc)L ≡ ψcL = (ψR)c , (213)
ψR → (ψc)R ≡ ψcR = (ψL)c . (214)
Narzuenie warunku Majorany oznaza, i» z¡stka ma identyzne wªasno±i
jak jej antyz¡stka.
Maierz C jest równa:
C = iγ2γ0 (215)
i w bazie Weyla ma posta¢:
C =
(−ε 0
0 ε
)
, (216)
gdzie:
ε = iσ2 =
(
0 1
−1 0
)
. (217)
Dodatek B Diagonalizaja maierzy
Twierdzenie 1. Dowoln¡ nieosobliw¡ maierz m mo»na zdiagonalizowa¢ za
pomo¡ podwójnej transformaji unitarnej:
S†mT = md (218)
Dowód. Maierz mm† jest hermitowska,istnieje wi unitarna maierz S ta-
ka, »e: S†mm†S = m2d.
Zdeniujmy:H = SmdS
† = H† oraz V = H−1m.
Maierz V jest unitarna, o mo»na sprawdzi¢ bezpo±rednim rahunkiem. Za-
tem: md = S
†HS = S†mV †S = S†mT , gdzie: T = V †S.
Twierdzenie 2. Dowoln¡ symetryzn¡ nieodobliw¡ maierz zespolon¡ mo»na
zdiagonalizowa¢ transformaj¡ ortogonaln¡ za pomo¡ maierzy unitarnej.
Dowód. Korzystaj¡ z twierdzenia (1) mamy: S†mT = md, gdzie S i T s¡
maierzami unitarnymi.
Zatem mm† = Sm2dS
†
oraz mm† = T ∗m2dT
T
.
Porównuj¡ otrzymamy: T TSm2d = m
2
dT
TS. Poniewa» maierz m2d jest diago-
naln¡, wi maierz T TS tak»e musi by¢ diagonalna. Jest ona tak»e unitarna,
wi mo»na zapisa¢: T TS = U , gdzie Uik = e
2iαkδik.
Zatem wstawiaj¡ t relaj do wzoru diagonalizuj¡ego z twierdzenia (1)
otrzymamy (T ′)TmT ′ = md, gdzie T ′ = T (U∗)1/2
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Dodatek C Podstawienia
Z równania (65) ka»dy element maierzy H mo»e by¢ w ªatwy sposób
wyra»ony za pomo¡ moduªu i fazy (Mν)a,b = ma,b eiϕa,b, (a, b = e, µ, τ).
Warto±i wªasne maierzy H:
m21 =
2
3
p cos(φ)− a
3
, (219)
m22 = −
a
3
− 1
3
p
(
cos(φ)−
√
3 sin(φ)
)
, (220)
m23 = −
a
3
− 1
3
p
(
cos(φ)−
√
3 sin(φ)
)
, (221)
gdzie:
p =
√
a2 − 3b, φ = 1
3
arccos
(
− 1
p2
(
a3 − 9
2
ab+
27
2
c
))
, (222)
oraz:
a = −Tr[H], (223)
b = AD + AF +DF − B2 − C2 −E2, (224)
c = AE2 +DC2 + FB2 −ADF − 2BCE cos (φ1 + φ3 − φ2) . (225)
Znormalizowane wektory wªasne H:

x1
y1
z1

 = 1√
X21 + |Y1| 2 + |Z1| 2
·


X1
Y1
Z1

 , (226)
X1 = (D −m21)(F −m21)−E2,
Y1 = C · Ee−i(φ2−φ3) − Be−iφ1(F −m21),
Z1 = B · Ee−i(φ1+φ3) − Ce−iφ2(D −m21),
(227)


x2
y2
z2

 = 1√
|X2| 2 + Y 22 + |Z2| 2
·


X2
Y2
Z2

 , (228)
X2 = C · Eei(φ2−φ3) − Beiφ1(F −m22),
Y2 = (A−m22)(F −m22)− C2,
Z2 = B · Cei(φ1−φ2) −Ee−iφ3(A−m22),
(229)


x3
y3
z3

 = 1√
|X3| 2 + |Y3| 2 + Z23
·


X3
Y3
Z3

 , (230)
X3 = B · Eei(φ1+φ3) − Ceiφ2(D −m23),
Y3 = B · Ce−i(φ1−φ2) − Eeiφ3(A−m23),
Z3 = (A−m23)(D −m23)− B2.
(231)
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